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为 了 适应 培养 21 世纪 计算 机 人 才 的 需要 ， 结 合 我 国 高 等 院 校 教育 工作 的 现状 ， 立 足 培养 学 生 能 跟 上 
国际 计算 机 科学 技术 的 发 展 水 平 ， 更 新 教学 内 容 和 教学 方法 ， 本 书 以 算法 设计 策略 为 知识 单元 ， 系 统 地 介 
绍 计 算 机 算法 的 设计 方法 与 分 析 技巧 ， 以 期 为 信息 技术 相关 学 科 的 学 生 提供 广泛 而 坚实 的 算法 基础 知识 。 
本 书 主要 内 容 包 括 算法 概述 、 递 归 与 分 治 策略 、 动 态 规划 、 贪 心算 法 、 回 济 算 法 、 分 支 限界 算法 、 图 的 搜 
索 算 法 、 加 密 算法 与 安全 机 制 、P 和 NP 问题 等 。 书 中 既 涉 及 经 典 算法 及 分 析 ， 又 包括 指导 ACM 时 练习 
的 相关 算法 。 

本 书 内 容 丰富 、 观 点 新 颖 、 理 论 联系 实际 ， 采 用 C/C++ 语 言 描述 算法 ， 简 明 清晰 、 结 构 紧 凑 、 可 读 性 
强 。 本 书 可 作为 高 等 院 校 信息 技术 相关 专业 本 科 生 和 研究 生 学 习 算法 设计 的 教材 ， 也 可 供 广大 工程 技术 人 
员 和 自学 读者 学 习 参 考 。 
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信息 技术 的 案例 型 教材 建设 


( 代 从 书 序 ) 
刘 瑞 手 


北京 大 学 出 版 社 第 六 事业 部 在 2005 年 组 织 编写 了 《21 世纪 全 国 应 用 型 本 科 计 算 机 
列 实用 规划 教材 》， 至 今 已 出 版 了 50 多 种 。 这 些 教 材 出 版 后 ， 在 全 国 高 校 引 起 热烈 反响 ， 
可 谓 初战 告捷 。 这 使 北京 大 学 出 版 社 的 计算 机 教材 市 场 规模 迅速 扩大 , 编辑 队伍 基 壮 成 长 
经 济 效益 明显 增强 ， 与 各 类 高 校 师 生 的 关系 更 加 密切 。 

2008 年 1 月 北京 大 学 出 版 社 第 六 事业 部 在 北京 召开 了 “21 世纪 全 国 应 用 型 本 科 计 算 机 
案例 型 教材 建设 和 教学 研讨 会 ”。 这 次 会 议 为 编写 案例 型 教材 做 了 深入 的 探讨 和 具体 的 部 
署 ， 制 定 了 详细 的 编写 目的 、 丛 书 特色 、 内 容 要 求 和 风格 规范 。 Ce 上 强调 面向 应 
能 力 驱动 、 精 选 案例 、 严 把 质量 ;在 风格 上 力求 文字 精练 x NA 晰 、 图 表明 快 、 版 式 新 
颖 。 这 次 会 议 吹 响 了 提高 教材 质量 第 二 战役 的 进军 号 。 AAA 

案例 型 教材 真能 提高 教学 的 质量 吗 ? S 

是 的 。 著 名 法 国 哲 学 家 、 数 学 家 勒 内 。 全 bene Descartes，1596 一 1650) 说 得 
好 :“ 由 一 个 例子 的 考察 ， 我 们 可 以 抽出 一 0 (From the consideration of an example we 
can form a rule.)” 事 实 上 ， 他 发 明 的 直角 化 K 系 ， 正 是 通过 生活 实例 而 得 到 的 灵感 。 据 说 
是 在 1619 年 夏天 ， 笛 上 ， 苦 苦 思索 一 个 数学 问题 时 ， 
忽然 看 到 天 花 板 上 有 一 只 苍蝇 飞 来 当时 天 花 板 是 用 林 条 做 成 正方 形 的 格子 。 第 卡 儿 
发 现 ， 要 说 出 这 上 苍蝇 在 天 花 土 的 位 置 ， 只 需 i 出 若 蜗 在 天 花 板 - 上 的 第 几 行 和 第 几 列 。 
当 苍 蝇 落 在 第 四 行 、 第 五 列 的 那个 正方 形 时 ， 全 他 5) 来 表示 这 个 位 置 …… 由 此 他 联 
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想到 可 用 类 似 的 办 法 来 描 一 个 点 在 平面 上 的 他 高 兴 地 跳 下 床 ， 喊 着 “我 找到 了 ， 

找到 了 ”， 然而 下 小心 把 国际 象棋 撤 了 一 地 s 当 他 的 目光 落 到 棋盘 上 时 , 又 兴奋 地 一 拍 大 腿 ， 
“对 ， 对 ， 就 图 ”。 笛 卡 儿 狗 而 不 会 的 驶 力 ， 苦 思 冥想 的 钻研 ， 使 他 开创 了 解析 几何 
的 新 纪元 。 千 百年 来 ， 代 数 与 几何 ， 井 水 不 犯 河水 。17 世纪 后 ， 数 学 突飞猛进 的 发 展 ， 在 
很 大 程度 上 归功 于 笛 卡 儿 坐 标 系 和 解析 几何 学 的 创立 。 

这 个 故事 ， 听 起 来 与 阿 基 米 德 在 浴 仙 洗澡 而 发 现 浮力 原理 ， 牛 顿 在 苹果 树 下 遇 到 苹果 
落 到 头 上 而 发 现 万 有 引力 定律 ， 确 有 异曲同工 之 妙 。 这 就 证 明 ， 一 个 好 的 例子 往往 能 激发 
灵感 ， 由 特殊 到 一 般 ， 联 想 出 普遍 的 规律 ， 即 所 谓 的 “一 叶 知 秋 和 六“ 见 微 知 著 ” 的 意思 。 
可 顾 计算 机 发 明 的 历史 ， 每 一 台 机 器 、 每 一 颗 芯 片 、 每 一 种 操作 系统 、 每 一 类 编程 语 
言 、 每 一 个 算法 、 每 一 套 软件 、 每 一 款 外 部 设备 ， 无 不 像 闪光 的 珍珠 串 在 一 起 。 每 个 案例 
都 闪烁 着 智慧 的 火花 ， 是 创新 思想 不 竭 的 源泉 。 在 计算 机 科学 技术 领域 ， 这 样 的 案例 就 像 
大 海岸 边 的 贝壳 ， 俯 拾 皆 是 。 

事实 上 , 案例 研究 (Case Study) 是 现代 科学 广泛 使 用 的 一 种 方法 。Case 包含 的 意义 很 广 : 
包括 Example 例子 ，Instance 事例 、 示 例 ，Actual State 实际 状况 ，Circumstance 情况 、 事 件 、 
境遇 ， 甚 至 Project 项 目 、 工 程 等 。 

我 们 知道 在 计算 机 的 科学 术语 中 , 很 多 是 直接 来 自 日 常生 活 的 。 例 如 Computer 一 词 早 
在 1646 年 就 出 现 于 古代 英文 字典 中 ， 但 当时 它 的 意义 不 是 “计算 机 ”而 是 “计算 工人 ” 
即 专门 从 事 简单 计算 的 工人 。 同 理 ，Printer 当时 也 是 “印刷 工人 ”而 不 是 “打印 机 ”。 正 是 



















































































算法 设计 、 分 析 与 应 用 教程 《  ) 
一 一 A 


于 这 些 “ 计 算 工 人 ”和 “印刷 工人 ” 常 出 现 计 算 错 误 和 印刷 错误 ， 才 激发 查尔斯 。 巴 贝 
奇 (Charles Babbage，1791 一 1871) 设 计 了 差分 机 和 分 析 机 ， 这 是 最 早 的 专用 计算 机 和 通用 计 
算 机 。 这 位 英国 剑桥 大 学 数学 教授 、 机 械 设 计 专家 、 经 济 学 家 和 哲学 家 是 国际 公认 的 “ 计 
算 机 之 父 ”。 

20 世纪 40 年 代 ， 人 们 还 用 Calculator 表示 计算 机 器 。 到 电子 计算 机 出 现 后 ， 才 
Computer 表示 计算 机 。 此 外 ， 硬 件 (Hardware) 和 软件 (Software) 来 自 销售 人 员 。 总 线 (Bus) 
就 是 公共 汽车 或 大 巴 ， 故 障 和 排除 故障 源 自 格 瑞 斯 " 霍 普 (Grace Hopper，1906 一 1992) 发 现 
的 “ 飞 蛾 子 ”(Bug) 和 “ 抓 蛾 子 ” 或 “ 抓 虫 子 ”(Debug)。 其 他 如 鼠标 、 菜 单 …… 不 胜 枚 举 。 
至 于 哲学 家 进餐 问题 ， 理 发 师 睡 觉 问 题 更 是 操作 系统 文化 中 脸 炙 人 口 的 经 典 。 

以 计算 机 为 核心 的 信息 技术 ， 从 一 开始 就 与 应 用 紧密 结合 。 例 如 ，ENIAC 用 于 弹道 
线 的 计算 ，ARPANET 用 于 资源 共享 以 及 核 战争 时 的 可 靠 通信 。 即使 是 非常 抽象 的 图 灵 必 
模型 ， 也 受益 于 二 战 时 图 灵 博 士 破译 纳粹 密码 工作 的 关系 。 

在 信息 技术 中 ， 既 有 许多 成 功 的 案例 ， 也 有 不 少 失 败 We 
案例 ， 也 有 先 失 败 而 后 成 功 的 案例 。 好 好 研究 它们 的 成 A 对 于 编写 案例 
型 教材 有 重要 的 意义 。 

我 国正 在 实现 中 华 民族 的 伟大 复兴 ， wma 和 改革 开放 30 年 来 ， 我 国 
高 等 教育 在 数量 上 、 规 模 上 已 有 相当 的 发 展 重要 任务 是 提高 培养 人 才 的 质量 ， 必 
须 从 学 科 知识 的 灌输 转变 为 素质 下 相关。 应 当 指 出 , 大 学 课堂 在 高 新 技术 的 武装 下 ， 
利用 PPT 进行 的 “高 速 灌输 ”、 “NN 有 愈 演 印 烈 的 趋势 ， 我 们 不 能 容忍 用 “技术 ” 
绑架 教学 ， 而 是 让 教学 工作 乘 信息 东风 自由 地 5 

本 系列 教材 的 编写 ， 以 学 华 就 业 se 能 为 着 眼 点 ， 在 适度 的 基础 
知识 与 理论 体系 覆盖 下 突出 应 用 型 、 技 能 型 教 nn 强化 案例 教学 。 
本 套 教 材 将 会 有 机 融入 大 量 最 新 的 示例 、 和 性 较 强 的 案例 ， 力 求 提高 教材 的 趣 
味 性 和 实用 性 ， 打破 教材 自身 知识 性 ， 强 化 实际 操作 的 训练 ， 使 本 系列 教 
材 做 到 “ 教 内 ， 学生 乐 学 ， 技 能 实用 7 阔 的 应 用 背景 ， 再 造 计算 机 案例 型 教材 
就 有 了 基础 。/ 

我 相信 北京 大 学 出 版 社 在 全 国 各 地 高 校 教 师 的 积极 支持 下 ， 精 心 设计 ， 严 格 把 关 ， 一 
定 能 够 建设 出 一 批 符合 计算 机 应 用 型 人 才 培 养 模式 的 、 以 案例 型 为 创新 点 和 兴奋 点 的 精品 
教材 ， 并 且 通 过 一 体 化 设计 、 实 现 多 种 媒体 有 机 结合 的 立体 化 教材 ， 为 各 门 计 算 机 课程 配 
齐 电子 教案 、 学 习 指 导 、 习 题解 答 、 课 程 设计 等 辅导 资料 。 让 我 们 用 狗 而 不 舍 的 毅力 ， 勤 
奋 好 学 的 钻研 ， 向 着 共同 的 目标 努力 吧 ! 
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刘 瑞 挺 教授 本 系列 教材 编写 指导 委员 会 主任 、 全 国 高 等 院 校 计算 机 基础 教育 研究 会 副 会 长 、 中 国 计 
算 机 学 会 普及 工作 委员 会 顾问 、 教育 部 考试 中 心 全 国 计 算 机 应 用 技术 证 书 考试 委员 会 副 主任 、 全 国 计 算 机 
等 级 考试 顾问 . 曾 任 教育 部 理科 计算 机 科学 教学 指导 委员 会 委员 、 中 国 计 算 机 学 会 教育 培训 委员 会 副 主 任 。 
PC Magazine《 个 人 电脑 》 总 编辑 、CHIP《 新 电脑 》 总 顾问 、 清 华 大 学 《计算 机 教育 》 总 策划 。 


or 


= 


前 言 





算法 作为 数学 的 一 个 分 支 已 经 存在 几 百 年 了 ， 然 而 算法 真正 焕发 青春 得 到 长 足 的 发 展 








还 是 发 生 在 20 世纪 计算 机 发 明 的 时 代 。 随 着 计算 机 技术 的 广泛 应 用 ， 人 们 越 来 越 清楚 地 认 
识 到 ， 作 为 计算 机 科学 与 工程 最 主要 的 技术 一 一 程序 设计 ， 其 灵魂 就 是 解决 问题 的 算法 。 














问题 的 ， 可 以 说 算法 无 处 不 在 。 每 个 人 每 天 都 在 使 用 不 同 的 算法 
你 去 食堂 买 饭 会 选择 一 个 较 短 的 队列 ， 而 有 人 则 可 能 选择 一 \ 锥 进 速度 更 快 的 队列 ; 


很 多 人 对 算法 学 习 都 有 一 种 “枯燥 繁 难 ” 的 先入 为 主 的 感觉 。 如 何 有 效 地 学 习 算法 的 
设计 与 分 析 ， 是 本 书 试图 与 读者 一 起 探讨 的 最 重要 的 目标 之 一 。 算法 都 是 针对 具体 
We 自己 的 人 生 。 比 如 ， 


了 














起 床 后 ， 你 可 能 先 读 一 会 儿 书 ， 再 去 吃 早饭 ， 另 外 一 I 可 能 先 去 吃 早饭 ， 然 后 读书 。 
所 有 这 些 行为 都 是 算法 问题 或 算法 一 部 分 的 体 > 也许 至 行 这 些 算 法 并 没 在 你 的 思想 意识 
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次 序 ， 每 个 人 都 要 接受 自己 在 某 


的 方法 ， 人 们 很 自然 地 想到 插入 法 ， 因为 这 种 朴素 的 算法 和 人 的 思维 方式 非常 类 似 ， 


里 ， 也 许 你 并 不 知道 算法 在 帮助 自 ee 这 些 算法 也 许 没有 经 过 
上 


此 外 ， 算 法 的 发 现 问题 是 ga 
个 次 序 里 的 位 置 ， 如 各 各 排名、 评估 、 民 意 调查 等 ， 最 后 

的 结果 都 体现 为 一 个 次 序 。 看 张 ;“ 没 有 次 序 无 以 成 方圆 ”并 不 是 空穴来风 。 而 谈 到 排序 用 
的 算 它 就 


是 人 们 二 牌 时 整理 手中 扑克 的 算法 。 但 随 着 数 能 的 增 大 ， 插 入 排序 的 效率 缺陷 迅速 变 为 
人 们 无 法 容忍 的 缺点 ?于 是 人 们 发 明了 归并 排序 、 堆 排序 、 快 速 排序 等 ， 这 些 排序 的 方法 


大 大 改善 了 速度 ， 但 是 人 们 却 并 不 满足 于 此 。 因 此 ， 又 发 明了 效率 更 高 的 线性 排序 。 





因此 ， 本 书 的 特点 是 以 讲 故事 的 形式 将 概念 和 算法 的 精华 娓 娓 道 来 ， 然 后 讨论 对 应 算 
法 的 理论 基础 、 特 点 及 其 形式 表达 ， 最 后 通过 对 经 典 问题 和 ACM 问题 的 设计 与 分 析 ， 让 
读者 由 浅 入 深 地 理解 和 消化 该 章 的 理论 知识 。 这 和 我 们 中 国人 学 习 过 程 的 4 个 境界 ( 比 、 从 、 








经 验 产生 新 的 知识 、 解 决 新 的 问题 。 





























问题 和 ACM 的 算法 分 析 之 后 ， 都 配 有 对 应 问题 实现 的 代码 。 
本 书 内 容 主要 包括 四 部 分 ， 具 体 如 下 : 











北 、 化 ) 是 对 应 的 。 其 中 ,“ 比 ”就 是 接受 先辈 留 下 的 智慧 ,“ 从 ”就 是 跟随 先辈 的 经 验 认识 
世界 ,“ 北 ”就 是 借鉴 先辈 的 智慧 和 经 验 解决 现在 的 问题 ， 而 “化 ”就 是 融合 先辈 和 自己 的 


著名 数学 家 华罗庚 先生 曾经 说 过 ， 读 数学 书 若 不 做 习题 似 “ 入 宝山 而 空 返 ” 先生 的 意 
思 是 说 思想 不 经 过 实践 检验 ， 再 好 的 理论 和 技能 也 难以 掌握 和 应 用 。 为 此 ， 本 书 在 每 个 经 
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第 一 部 分 (第 1 章 ) 为 算法 基础 篇 ， 介 绍 了 外 法 的 基本 入 及 算法 析 的 相关 基础 知识 ， 
括 算法 的 设计 、 算 法 的 分 析 、 解 决 问题 的 一 般 步 又 。 \&) 
第 二 部 分 (第 2 一 7 章 ) 为 经 典 算法 设计 与 分 析 篇 ， 准 绍 了 递归 与 分 治 、 动态 规划 、 贪 心 
算法 、 回 溯 算 法 、 分 支 限 界 算法 及 图 的 搜索 算法 > - 油 圾 训 起 ， 典型 算法 设计 策略 为 知识 单 
元 ， 采 用 算法 基本 思想 、 算 法 描述 、 算法 分 析 的 模式 展开 ， 从 算法 设计 和 算法 分 析 的 理论 
入 手 ， 根 据 各 类 算法 的 :本 技术 原理 ,给 出 算法 的 分 析 : 与 证 明 方法 ， 并 将 经 典 算法 与 ACM 
相 结合 ， 实 现 理论 与 实践 相 结 合 。 其 中 人 递归! 与 分 治 主要 包括 算法 的 设计 、 分 析 及 解决 问 
题 的 一 般 步 又 等 分 析 ; 动态 规划 要 全 括 递归 算法 、 分 治 算法 及 相关 ACM 的 经 典 问题 解 
析 ; 贪心 算法 主要 包括 理 论 基 选择 的 性 质 、 未 解 过 程 及 相关 ACM 的 经 典 问题 解 
析 ; 回溯 算法 主要 包括 其 中 问题 解 空间 、 搜 索 的 解 空间 、 回 漳 的 基本 步 又 及 相关 的 经 典 
问题 (图 的 m 着 色 问 题 、n 皇后 问题 、 装载 问题 、031 背包 问题 、 旅 行商 问题 、 流 水 作业 调 
度 问题 等 ) 的 解析 ， 分 支 限界 算法 主要 包括 搜索 策略 、 分 支 结 点 的 选择 、 限 界 函数 及 相关 的 
经 典 问 题 ( 单 源 最 短路 径 问 题 、 装 载 问题 、 0.1 背包 问题 、 旅 行商 问题 、ACM 经 典 问 题 等 ); 
图 的 搜索 算法 主要 包括 图 的 广度 优先 搜索 人 遍历、 深度 优先 搜索 遍历 、 有 向 图 的 强 连通 分 支 、 
无 向 图 的 又 连通 分 支 、 流 网 络 与 最 大 流 问 题 及 相关 的 ACM 经 典 问题 解析 。 
第 三 部 分 (第 8 章 ) 为 加 密 算法 与 安全 机 制 篇 。 主 要 包括 RSA 公 钥 密码 算法 、 因 子 分 析 
算法 、 离 散 对 数 密码 算法 、 离 散 对 数 算法 及 相关 ACM 经 典 问题 解析 。 
第 四 部 分 (第 9 章 ) 为 难 解 与 无 解 篇 。 从 决策 问题 、 优 化 问题 出 发 ， 介 绍 图 灵机 、 非 确 
定性 图 灵机 ， 给 出 NP 完全 性 的 理论 基础 及 NP 完全 问题 、NP 难 问 题 近 似 算法 的 基本 技术 
及 分 析 方 法 。 
本 书 由 李 文 书 、 何 利 力主 编 ， 叶 海 荣 、 韩 着 庆 、 董 世 都 、 黄 海 、 茅 海军 为 副 主 编 ， 
郑 军 红 、 邹 玉 金 、 刘 建 平 、 徐 洋洋 、 盛 实 旺 、 赵 超 、 朱 宁 馨 、 王 柯 、 谷 广 兵 、 史 步 娥 、 
陈 莲 娜 、 奚 圣 波 、 刘 智 等 为 参 编 。 具 体 编写 分 工 如 下 : 第 1、2、3、7、9 章 及 附录 由 李 文 书 
教授 编写 , 第 4 章 主要 由 茅 海军 副教授 编写 , 第 5、6 章 由 韩 着 庆 教 授 和 董 世 都 副教授 编写 ， 
第 8 章 由 黄海 副教授 编写 ， 叶 海 荣 、 邹 玉 金 及 史 步 娥 对 各 章 的 ACM 经 典 算法 进行 编写 ， 
何 利 力 教授 、 郑 军 红 博 士 和 刘建平 副教授 对 各 章 的 编写 进行 了 多 次 指导 与 修改 。 此 外 ， 
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名 法 是 计 和 机 人 和 中 慑 具有 方法 人 核心 模 全- 证 计 机 科 党 的 看 之 一 被 淮 
为 计算 机 学 科 的 灵魂。 

算法 设计 的 优 务 决定 软件 系统 的 性 能 , 对 到 法 进行 研究 能 使 我 人 深刻 理解 问题 的 本 质 
及 可 能 的 求解 技术 。 解 决 某 个 问题 存在 多 种 方法 ， 寻 求 最 优 算法 使 得 问题 的 解决 更 为 方便 
和 高 效 。 所 以 我 们 不 仅 要 为 所 解决 的 问题 设计 有 效 算法 ， 着 需要 对 算法 进行 分 析 ， 以 追求 
算法 性 能 的 最 优化 。 I 

本 书 涉及 算法 设计 与 算法 分 析 两 个 阶段 ， 算 法 ; 多 和 是 全 亲 - 给 定 问题 设计 
有 效 方法 ; 算法 分 析 的 储 务 是 在 比较 解决 特定 问题 方法 优 务 的 基础 上 寻求 最 优 方法 。 
算法 设计 与 0 

x 1.1 引 


了 咱 


“算法 ” 即 演算 法 ， 中 文 名 称 出 自 《 周 佣 算 经 》， 而 英文 名 称 Algorithm 是 由 9 世纪 波 
斯 数学 家 提出 的 ， 他 在 数学 上 提出 了 算法 这 个 概念 。“ 算 法 ” 原 为 algorism， 意 思 是 阿拉 伯 
数字 的 运算 法 则 ,在 18 世纪 演变 为 algorithm。 欧 几 里 得 算法 被 人 们 认为 是 史上 第 一 个 算法 。 
第 一 次 编写 程序 是 Ada Byron 于 1842 年 为 巴 贝 奇 分 析 机 编写 求解 伯 努 利 方程 的 程序 , 因此 
Ada Byron 被 大 多 数 人 认为 是 世界 上 第 一 位 程序 员 。 查 尔 斯 巴 贝 奇 (Charles Bahbage) 未 能 
完成 他 的 巴 贝 奇 分 析 机 ， 这 个 算法 未 能 在 巴 贝 奇 分 析 机 上 执行 。 

一 本 早期 的 德 文 数学 词典 Vollistandiges Mathematisches Lexicon《 数 学 大 全 辞典 》， 给 出 

了 algorithmus( 算 法 ) 一 词 的 如 下 定义 :“ 在 这 个 名 称 之 下 ， 组 合 了 四 种 类 型 的 算术 计算 的 概 
念 ， 即 加 法 、 乘 法 、 减 法 、 除 法 。” 拉 丁 短语 Algorithmus Infinitesimalis( 无 限 小 方法 )， 在 当 
时 就 用 来 表示 Leibnitz( 莱 布 尼 茨 ) 所 发 明 的 以 无 限 小 量 进行 计算 的 微 积分 方法 。 

1950 年 左右 ，algorithm 一 词 经 常 同 欧 几 里 得 算法 (Euclid's algorithm) 联 系 在 一 起 。 欧 几 
里 得 算法 就 是 在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》(Euclids Elements， 第 VI 卷 命 题 i 和 说 中 所 阐述 的 
求 两 个 数 的 最 大 公约 数 的 过 程 ( 即 轧 转 相 除 法 )。 
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20 世纪 , 英国 数学 家 图 灵 提 出 了 著名 的 图 灵 论 题 , 并 提出 一 种 假想 的 计算 机 抽象 模型 ， 
这 个 模型 被 称 为 图 灵机 。 图 灵机 的 出 现 解决 了 算法 定义 的 难题 ， 图 灵 的 思想 对 算法 的 发 展 
起 到 了 重要 作用 。 


1.1.1 算法 的 描述 


20 世纪 50 年 代 ， 欧 几 里 得 描述 了 求 两 个 数 的 最 大 公约 数 的 对 程 ， 被 称 为 欧 几 里 得 算 
法 。 该 算法 又 称 银 转 相 除法 ， 用 于 计算 两 个 正 整 数 m、n 的 最 大 公约 数 。 其 步骤 如 下 ; 
步 又 1: 如 果 m<n， 则 交换 m 和 n。 
步骤 2: 令 是 mm 的 余数 。 
步骤 3: 如 果 x=0， 则 输出 m; 否则 令 m =n，n =r 并 转向 步 又 2。 
其 计算 的 原理 依赖 于 下 面 的 定理 。 六 
定理 : gcd(m, nn)= gcd(n, mmodn)(m>n 且 mmod 不 为 0 一 入 
计算 两 个 数 m、n 的 最 大 公约 数 ， 其 输入 为 非 负 整数 < 中 mm、n 不 同时 为 零 ， 
输出 为 mm 与 n 的 最 大 公约 数 。 该 算法 对 应 的 代码 如 下 : 


// 选 代 形式 Sn 
int gcd(int m, int n) { < 


























if(m<n) gcdl(n, m); 


int r; RS 
while(n! = 0) { 以 


Ne A 


} 户 
/a 
int gcd(int m, int n) { 


if(m<n) gcdl(n, m); 
if(n == 0) 
return m; 
else 
return gcd(n, m gs n); 


























因此 ， 在 数学 和 计算 机 科学 之 中 ， 算 法 (Algorithm) 为 一 个 计算 的 具体 步 又， 常用 于 计 
算 、 数 据 处 理 和 自动 推理 。 精 确 而 言 ， 算 法 是 一 个 表示 为 有 限 长 列表 的 有 效 方法 。 算 法 应 
包含 清晰 定义 的 指令 用 于 计算 函数 。 


1.1.2 算法 的 特性 


算法 设计 的 先驱 者 唐纳德 。E. 克 努 特 (Donald E. Knuth) 对 算法 的 特征 做 了 如 下 描述 : 
(1) 有 穷 性 (Finiteness): 一 个 算法 必须 保证 执行 有 限 步 之 后 结束 ， 不 能 终止 的 过 程 不 属 
于 算法 的 范畴 。 


er 
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(2) 确切 性 (Definiteness): 算法 的 每 一 个 步骤 必须 具有 确切 的 定义 ， 即 每 一 步 要 执行 的 
动作 是 确切 的 ， 是 无 二 义 性 的 。 

(3) 可 行 性 (Effectiveness): 一 个 算法 是 可 行 的 ， 就 是 算法 中 描述 的 操作 都 是 可 以 通过 
己 经 实现 的 基本 运算 执行 有 限 次 来 实现 。 并 且 ， 在 任何 条 件 下 ， 算 法 只 有 唯一 的 一 条 执行 
路 径 ， 即 对 于 相同 的 输入 只 能 得 出 相同 的 输出 。 

(4) 输入 (Input): 一 个 算法 必须 具有 0 个 或 多 个 输入 ， 以 刻画 运算 对 象 的 初始 情况 。0 
个 输入 适用 于 算法 本 身 已 确定 了 初始 条 件 的 情况 。 

(5) 输出 (Outpub: 一 个 算法 必须 具有 一 个 或 多 个 输出 ， 以 反映 对 输入 数据 加 工 后 的 结 
果 。 没 有 输出 的 算法 是 毫 无 意义 的 。 

其 中 ， 前 3 个 特性 较为 集中 地 表现 处 理 步骤 ， 后 两 个 特性 主要 涉及 输入 /输出 接口 。 

算法 可 用 图 1.1 来 描述 。 





















































1.1.3 为 什么 学 习 算法 


1512 年 11 月 1 日 ， 在 西 斯 廷 教堂 的 天 花 板 上 ， 人 们 看 到 了 世界 美术 史上 最 大 的 壁画 
之 一 一 一 《创世纪 》。 其 中 最 引信 瞩目 的 是 上 帝 与 亚当 的 形象 。 亚 当 被 创造 出 来 了 : 一 个 有 
成 熟 的 健美 体格 的 美少年 ， 他 那 洋溢 着 青春 的 生命 刚刚 从 睡 幻 中 苏醒 ， 还 不 能 站 立 起 来 行 
动 ， 等 待 着 万 能 的 造物 主 给 他 以 力量 。 上 帝 耶 和 华 被 画 成 一 位 慈祥 的 老人 ， 扶 着 天 使 们 飞 
来 ， 把 有 着 无 限 力量 的 手 伸 向 亚当 ， 而 亚当 将 在 握 住 上 帝 之 手 的 刹那 获得 生命 和 力量 ， 作 
者 以 此 表现 出 对 解放 人 的 力量 的 强烈 渴望 。《 创 世纪 》( 见 图 1.2) 的 问世 ， 使 当世 最 伟大 的 
雕塑 家 米 开 朗 基 罗 成 为 与 达 。 芬 奇 并 峙 的 最 伟大 的 画家 。 这 幅 画 里 隐 含 着 算法 。 

圣经 上 写 着 : 神 6 天 创造 天 地 万 物 ， 第 7 日 安 软 。 对 于 神 创 论 者 来 说 ， 这 是 不 可 怀疑 
的 事实 ， 但 对 于 进化 论 者 来 说 ，6 天 创造 一 切 根本 就 不 可 能 。 那 圣经 上 为 什么 给 出 的 是 6 


天 ， 而 不 是 其 他 的 时 间 呢 。 
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(ce) 上 帝 与 亚当 
1.2 《创世纪 》 


我 们 知道 ， 任 何 一 个 自然 数 的 约 数 中 都 有 1 和 它 本 身 ， 而 所 有 小 于 它 本 身 的 因数 称 为 
这 个 自然 数 的 真 约 数 。 例 如 ，6 的 所 有 真 约 数 是 1、2、3; 8 的 真 约 数 是 1、2、4。 如 果 一 
个 数 的 真 约 数 之 和 等 于 这 个 自然 数 本 身 ， 则 这 个 自然 数 就 称 为 完全 数 ， 或 者 完美 数 。 例 如 ， 
6=1+2+3， 因 此 ，6 为 完美 数 ;而 81+2+4， 因 此 ，8 不 是 完美 数 。 因 此 ， 神 6 天 创造 
界 ， 上 暗示 着 该 创造 是 完美 的 ! 
































里 
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以 完美 数 来 昭示 创造 的 完美 ， 似 乎 合情合理 ， 但 问题 是 ， 完 美 数 只 有 6 这 一 个 数 吗 ? 
如 果 不 是 ， 为 什么 不 使 用 其 他 的 完美 数 呢 ? 答案 是 ， 完 美 数 虽然 不 止 6 这 一 个 ， 但 确定 数 
量 稀少 。 一 直到 现在 ， 数 学 家 探索 了 2600 多 年 ， 并 且 现 代数 学 家 们 还 借助 了 超级 计算 机 ， 
但 也 仅仅 找到 了 47 个 完美 数 。 其 中 第 1 个 完美 数 是 6， 接 下 来 的 4 个 完美 分 别 是 28、496、 
8128、33550336。 

完美 数 由 于 其 各 种 神秘 属性 ( 真 约 数 之 和 等 于 自身 只 是 其 中 的 一 个 性 质 )， 而 受到 了 特 
殊 的 关注 。 但 到 底 哪些 数 是 完美 数 则 不 是 一 件 容易 判断 的 事情 。 显 然 ， 按 照 完 美 数 的 定义 
判断 一 个 数 是 否 完美 数 的 不 二 法 则 是 找 出 它 的 所 有 真 约 数 , 然后 求 和 看 看 其 是 否 等 于 自身 。 
然而 这 种 方法 效率 太 过 低下 ， 因 为 这 意味 因 式 分 解 ， 而 这 是 十 分 困难 的 。 例 如 第 47 个 完 
数 有 25 956 377 个 数位 ， 它 的 数值 为 2302%x(2302%9 一 ]) 。 六 

显然 ， 我 们 需要 新 的 解决 方案 ， 而 不 是 发 明 或 使 用 新 的 计 淄 ! 研究 这 样 的 问题 就 
可 以 归结 到 算法 的 范畴 里 ， 因 为 如 何 高 效 地 解决 问题 是 算法 的 核心 课题 。 故 学 习 算 
法 的 原因 主要 包括 如 下 几 部 分 。 

首先 ， 算 法 是 计算 机 的 灵魂 。 前 面 已 经 说 过 ,人 不 能 独立 于 算法 而 存在 ， 或 者 说 
独立 于 算法 的 计算 机 其 存在 价值 要 大 打折 扣 Ei et 
及 算法 的 设计 。 实 际 上 ， 程 序 就 是 算法 的 腾 现 “或 者 说 程序 是 算法 的 外 在 体现 。 学 好 了 算 
法 ， 训 能 够 设 计 出 更 加 有 效 的 软件 ， 届 更 有 并 的 方式 完成 更 为 复杂 的 功能 

其 次 ， 算 法 是 数学 机 械 化 的 = es 
题 就 存在 于 我 们 的 日 常生 活 中 “前 面 讲 过 ， 算 法 无 在 下 示 上 ， 人 是 躲避 不 了 算法 的 
每 天 的 日 常生 活 都 会 涉及 算法 2 例如， 如 何 分 配 对 间 才 能 最 有 效 地 完成 学 习 或 工作 
和 训令、 设法， 分 多 半 会 源 于 自发 、 非 科学 的 处 理 方 
法 ， 难 以 达到 高 效 < 分 一/ 人 
再 次 ， 算 法 作 二 种 思 想 ， 能 锯 坏 我们 的 思维 ， 使 思维 变 得 更 清晰 、 更 有 到 各。 算法 
是 对 事物 本 质 的 数学 抽象 ， 看 似 深奥 ， 却 体现 点 点 滴 滴 的 朴素 思想 。 虽 然 真 理 未 必 只 有 一 
个 ， 但 是 只 要 你 掌握 了 其 中 的 一 个 ， 你 就 掌握 了 全 部 ， 这 就 像 是 NP 完全 问题 一 样 。 因 此 ， 
学 会 算法 的 思想 ， 其 意义 不 仅仅 在 算法 本 身 ， 对 日 后 的 学 习 生 活 也 会 产生 深远 的 影响 。 

算法 还 能 帮助 人 们 理解 什么 是 可 行 的 ， 什 么 是 不 可 行 的 。 















































1.2 算法 的 设计 


算法 设计 的 整个 过 程 ， 可 以 包含 对 问题 需求 的 说 明 、 数 学 模型 的 拟 制 、 算 法 的 详细 设 
计 、 算 法 的 正确 性 验证 、 算 法 的 实现 、 算 法 分 析 、 程 序 测试 和 文档 资料 的 编制 。 

计算 机 科学 家 尼克 劳 斯 。 沃 思 曾 著 过 一 本 著名 的 书 《 数 据 结构 + 算法 = 程序 》， 可见 算 
法 在 计算 机 科学 界 与 计算 机 应 用 界 的 地 位 。 

同一 问题 可 用 不 同 算法 解决 ， 而 一 个 算法 的 质量 优 劣 将 影响 到 算法 乃至 程序 的 效率 。 
算法 分 析 的 目的 在 于 选择 适用 算法 和 改进 算法 。 一 个 算法 的 评价 主要 从 时 间 复 杂 性 和 空间 


复杂 性 来 考虑 。 
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算法 可 大 致 分 为 基本 算法 、 数 据 结构 的 算法 、 数 论 与 代数 算法 、 计 算 几何 的 算法 、 图 
论 的 算法 、 动 态 规划 以 及 数值 分 析 、 加 密 算法 、 排 序 算法 、 检 索 算法 、 随 机 化 算法 和 并 行 
算法 。 算 法 大 致 分 为 以 下 三 类 。 

(1) 有 限 的 、 确 定性 算法 。 这 类 算法 在 有 限 的 一 段 时 间 内 终止 。 它 们 可 能 要 花 很 长 时 
间 来 执行 指定 的 任务 , 但 仍 将 在 一 定 的 时 间 内 终止 。 这 类 算法 得 出 的 结果 常 取决 于 输入 值 。 

(2) 有 限 的 、 非 确定 算法 。 这 类 算法 在 有 限 的 时 间 内 终止 。 然 而 ， 对 于 一 个 (或 一 些 ) 
给 定 的 数值 ， 算 法 的 结果 并 不 是 唯一 的 或 确定 的 。 

(3) 无 限 的 算法 。 指 那些 由 于 没有 定义 终止 定义 条 件 ， 或 定义 的 条 件 无 法 由 输入 的 数 
据 满足 而 不 终止 运行 的 算法 。 通 常 ， 无 限 算 法 的 产生 是 由 于 未 能 确定 地 定义 终止 条 件 。 

经 典 的 算法 有 很 多 ， 这 里 主要 列举 以 下 算法 。 

穷 举 搜索 法 (Exhaustive Search Algorithm) 是 对 可 能 是 1 
和 的 解 。 
























































穷 举 算法 特点 是 算法 简单 ， 但 运行 时 所 花费 的 时 间 量 大 。 有 些 问题 所 列举 出 来 的 情况 
oO 
们 在 用 穷 举 算法 解决 问题 时 ， 应 尽 可 能 将 明显 不 符 谷 条 件 的 情况 排除 在 外 ， 以 尽快 取得 问 
题 的 解 。 
2， 过 代 算法 NS 六 
迭代 法 (Iterative Algorithim) 也 称 办 转 法 ,是 数值 所 弟 入 从 一 个 初 哲人 计 册 发 寻 找 一 
Fate RRA 
统称 为 办 代 法 。 其 是 一 种 不 断 用 变量 的 旧 值 递 9 过程 ， 跟 迭代 法 相对 应 的 是 直接 法 
(或 者 称 为 一 次 解法 ) 太 即 一 次 性 解决 问题 六 沈 代 又 分 为 精确 迭代 和 近似 迭代 。“ 二 分 法 ” 
和 “牛顿 闪 代 法 ” 赂 于 近似 迭代 法 。 P 

设 方程 为 ftx) = 0 ， 用 某 种 数学 方法 导出 等 价 的 形式 x = g(x) ， 然 后 按 以 下 步骤 执行 : 

(1) 选 一 个 方程 的 近似 根 ， 赋 给 变量 x 。 

(2) 将 %% 的 值 保存 于 变量 x ， 然 后 计算 g(x,)， 并 将 结果 存 于 变量 x 。 

G) 当 避 与 的 差 的 绝对 值 不 小 于 指定 的 精度 要 求 时 ， 重 复 步 台 (2) 的 计算 。 

车 方程 有 根 ， 并 且 用 上 述 方法 计算 出 来 的 近似 根 序列 收敛 ， 则 按 上 述 方法 求 得 的 x 就 
认为 是 方程 的 根 。 

3. 递 推算 法 

递 推算 法 (Recursive Algorithm) 是 利用 问题 本 身 所 具有 的 一 种 递 推 关系 求 问 题解 的 一 种 
方法 。 它 把 问题 分 成 若干 步 ， 找 出 相 邻 几 步 的 关系 ， 从 而 达到 目的 ， 称 为 递 推 法 。 
设 要 求 问 题 规模 为 的 解 ， 当 n=0 或 1 时 ， 解 或 为 已 知 ， 或 能 非常 方便 地 得 到 。 能 采 
递 推 法 构造 算法 的 问题 有 重要 的 递 推 性 质 ， 即 当 得 到 问题 规模 为 ;一 1 的 解 后 ， 由 问题 的 
递 推 性 质 ， 能 从 已 求 得 的 规模 为 1,2,…,i-1 的 一 系列 解 ， 构 造 出 问题 规模 为 i 的 解 。 这 样 ， 
程序 可 从 i=0 或 1 出 发 ， 重 复 地 ， 由 已 知 至 一 1 规模 的 解 ， 通 过 递 推 获得 规模 为 ; 的 解 ， 
直至 得 到 规模 为 的 解 。 


Qs 
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4. 递归 算法 


递归 算法 (Recursive Algorithm) 是 一 种 直接 或 者 间接 地 调用 自身 的 算法 。 在 计算 机 编写 
程序 中 ， 递 归 算 法 对 解决 一 大 类 问题 是 十 分 有 效 的 ， 它 往往 使 算法 的 描述 简洁 而 且 易于 
理解 。 
能 采用 递归 描述 的 算法 通常 有 这 样 的 特征 ， 为 求解 规模 为 n 的 问题 ， 设 法 将 它 分 解 成 
规模 较 小 的 问题 ， 然 后 从 这 些小 问题 的 解 方便 地 构造 出 大 问题 的 解 ， 并 且 这 些 规模 较 小 的 
问题 也 能 采用 同样 的 分 解 和 综合 方法 ， 分 解 成 规模 更 小 的 问题 ， 并 从 这 些 更 小 问题 的 解构 
造 出 规模 较 大 问题 的 解 。 特 别 地 ， 当 规模 n= 0 或 1 时， 能 直接 得 解 。 

递归 算法 解决 问题 的 特点 如 下 : 

(1) 递归 就 是 在 过 程 或 函数 里 调用 自身 。 

(2) 在 使 用 化 妥 策略 时 ， 必 须 有 一 个 明确 的 递归 结束 条 件 ， 检 为 递 轨 出 口 。 

(3) 递归 算法 解 题 通常 显得 很 简洁 ， 但 递归 算法 解 题 运行 效率 较 低 。 

(4) 在 递归 调用 的 过 程 当中 系统 为 每 一 层 的 返回 、 河 变量 等 开辟 堆栈 来 存储 。 弟 
归 次 数 过 多 容易 造成 堆栈 溢出 等 。 WY 

5， 分 治 台 算 法 

分 治 算法 (Divide-and-Conquer Al on 是 把 一 个 复杂 的 问题 分 成 两 个 或 更 多 的 相同 
或 相似 的 子 问 题 ， 再 把 子 问 题 分 更 4 的 问题 ， 后 区 了 网 克 全 时 证 你 名 
原 问 题 的 解 即 子 问题 解 的 合并 。，、 

如 果 原 问题 可 分 割 成 A < 二 站， 上 且 这 贞节 问题 都 可 解 ， 并 可 利用 这 些 子 问 
题 的 解 求 出 原 问题 的 解 ， Ne -由 分 治 法 产生 的 子 问题 往往 是 原 问 
题 的 较 小 模式 ， 这 就 为 使 en) 在 这 种 情况 下 ， 反 复 应 用 分 治 手段 ， 瑟 
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以 使 了 问题 与 愿 六 珊 关 型 一 致 而 其 规模 缩小 ， 最 终 使 子 问题 缩小 到 很 容易 直接 求 出 
其 解 。 这 自然 导致 递归 过 程 的 产生 。 分 治 与 递归 像 一 对 挛 生 兄弟 ， 经 常 同时 应 用 在 算法 设 
计 之 中 ， 并 由 此 产生 许多 高 效 算法 。 

分 治 法 所 能 解决 的 问题 一 般 具 有 以 下 几 个 特征 

(1) 该 问题 的 规模 缩小 到 一 定 的 程度 就 可 以 容易 地 解决 ; 

(2) 该 问题 可 以 分 解 为 若干 个 规模 较 小 的 相同 问题 ， 即 该 问题 具有 最 优 子 结构 性 质 

(3) 利用 该 问题 分 解 出 的 子 问题 的 解 可 以 合并 为 该 问题 的 解 

(4) 该 问题 所 分 解 出 的 各 个 子 问题 是 相互 独立 的 ， 即 子 问题 之 间 不 包含 公共 的 子 问题 。 

6. 贪心 算法 

贪心 算法 (Greedy Algorithm) 也 称 贪 禁 算法 。 它 在 对 问题 求解 时 ， 总 是 做 出 在 当前 看 来 
是 最 好 的 选择 。 也 就 是 说 ， 它 不 从 整体 最 优 上 加 以 考虑 ， 所 得 出 的 仅 是 在 某 种 意义 上 的 局 
部 最 优 解 。 贪 心算 法 不 是 对 所 有 问题 都 能 得 到 整体 最 优 解 ， 但 对 范围 相当 广泛 的 许多 问题 
它 能 产生 整体 最 优 解 或 者 是 整体 最 优 解 的 近似 解 。 

贪心 算法 的 基本 思路 如 下 : 

(1) 建立 数学 模型 来 描述 问题 ; 

(2) 把 求解 的 问题 分 成 若干 个 子 问题 ; 
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(3) 对 每 一 个 子 问 题 求解 ， 得 到 子 问 题 的 局 部 最 优 解 ; 
(4) 把 子 问题 的 局 部 最 优 解 合成 原来 解 问题 的 一 个 解 。 


7， 动态 规划 算法 


动态 规划 算法 (Dynamic Programming Algorithm) 是 一 种 在 数学 和 计算 机 科学 中 用 于 求 
解 包含 重 合子 问题 的 最 优化 问题 的 方法 。 其 基本 思想 是 将 原 问题 分 解 为 相似 的 子 问题 ， 在 
求解 的 过 程 中 通过 子 问 题 的 解 求 出 原 问题 的 解 。 动 态 规划 的 思想 是 多 种 算法 的 基础 ， 被 广 
泛 应 用 于 计算 机 科学 和 工程 领域 。 
动态 规划 程序 设计 是 解 最 优化 问题 的 一 种 途径 、 一 种 方法 ， 而 不 是 一 种 特殊 算法 。 与 
前 面 所 述 的 那些 算法 不 同 ， 它 不 具有 一 个 标准 的 数学 表达 式 和 明确 清晰 的 解 题 方 法 。 动 态 
规划 程序 设计 往往 是 针对 最 优化 问题 ， 由 于 各 种 问题 的 性 质 不 同 ， 确 定 最 优 解 的 条 件 也 互 
不 相同 ， 因 而 动态 规划 的 设计 方法 对 不 同 的 问题 ， We 而 不 存在 一 种 









































万 能 的 动态 规划 算法 可 以 解决 各 类 最 优化 问题 。 
8， 回 溯 算 法 < 愉 
er 选 优 条 件 向 前 搜索 ， 以 达到 目 





标 。 当 探索 到 某 一 步 时 ， 发 现 原先 的 选择 并 不 优 或 达 不 到 目标 ， 就 回 退 一 步 重新 选择 ， 这 
种 走 不 通 就 退回 再 走 的 技术 称 为 回溯 法 ， 而 满足 回溯 条 件 的 某 个 状态 的 点 称 为 “回溯 点 ”。 
我 们 比较 熟悉 的 迷宫 问题 算法 ， 采 用 的 的 回溯 方法 。 

可 漳 方 法 解决 问题 的 过 程 是 先 选 可 能 的 线索 进行 试探 ， 每 一 步 试探 都 有 多 种 方 
式 ， 将 每 一 种 方式 都 一 一 试探 ,如 有 问题 就 返回 纠正 ， 到 复 进 行 这 种 试探 再 返回 纠正 ， 直 
到 得 出 全 部 符合 条 件 的 答案 或 是 问题 无 解 为 止 。 漳 方 法 的 本 质 是 用 深度 优先 的 方法 
在 解 的 空间 树 中 搜索 ， 所 以 在 算法 中 都 需要 建 来 保存 搜索 路 径 。 一 旦 产生 
的 部 分 解 序列 不 合 要 求 ， 2 二 个 位 置 ， 继 续 试探 

9， 分 支 限界 算 深 0 

分 支 限界 算法 (Branch and Bound Algorithm) 是 一 种 在 表示 问题 解 空间 的 树 上 进行 系统 
搜索 的 方法 。 回 溯 法 使 用 了 深度 优先 策略 ， 而 分 支 限界 法 一 般 采 用 广度 优先 策略 ， 同 时 还 
采用 最 大 收益 (或 最 小 损耗 ) 策 略 来 控制 搜索 的 分 支 。 

分 支 限界 法 的 基本 思想 是 对 包含 具有 约束 条 件 的 最 优化 问题 的 所 有 可 行 解 的 解 (数目 
有 限 ) 空 间 进行 搜索 。 该 算法 在 具体 执行 时 ， 把 全 部 可 行 的 解 空间 不 断 分 割 为 越 来 越 小 的 子 
集 ( 称 为 分 支 )， 并 为 每 个 子 集 内 的 解 计 算 一 个 下 界 或 上 界 ( 称 为 定 界 )。 在 每 次 分 支 后 ， 对 所 
有 界限 超出 已 知 可 行 解 的 那些 子 集 不 再 做 进一步 分 支 , 解 的 许多 子 集 ( 即 搜索 树 上 的 许多 结 
点 ) 就 可 以 不 予 考虑 了 ， 从 而 缩小 了 搜索 的 范围 。 这 一 过 程 一 直 进行 到 找 出 可 行 解 的 值 不 大 
于 任何 子 集 的 界限 为 止 。 因此， 这 种 算法 一 般 可 以 求 得 最 优 解 。 





互 
















































































1.3 ”算法 的 分 析 


大 家 还 记得 高 斯 计数 的 典故 吧 ， 也 许 你 会 感觉 到 ， 高 斯 的 计算 方法 优 于 那 种 逐个 数 加 
下 去 的 计算 方法 ， 但 是 ， 你 能 说 出 其 优越 的 理由 吗 ? 下 面 我 们 就 来 仔细 分 析 。 
如 果 逐 个 数 进行 相 加 ， 需 要 相 加 99 次 。 用 高 斯 的 办 法 ， 先 算出 50 对 数 的 加 法 ， 然 后 
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再 进行 一 次 乘法 就 可 以 得 出 。 一共 需要 50 次 加 法 和 1 次 乘法 ， 即 51 次 运算 。 这 比 起 99 次 
运算 要 少 了 48 次 运算 。 这 里 需要 注意 的 是 ,虽然 50 对 数 的 加 法 结果 一 样 ， 但 不 能 将 50 次 
加 法 看 作 一 次 加 法 。 这 是 因为 ， 至 少 在 潜意识 里 还 是 需要 进行 加 法 的 ， 只 不 过 你 一 眼看 出 
来 它们 是 一 样 的 罢了 。 如 果 用 计算 机 来 说 ， 则 确实 需要 进行 50 次 加 法 。 

高 斯 的 算法 为 优 有 一 个 前 提 条 件 ， 就 是 乘法 运算 和 加 法 运算 在 难度 上 与 时 间 上 是 一 样 
的 。 至 少 ， 一 次 乘法 运算 比 49 次 加 法 运算 要 快 ! 如 果 不 是 这 样 ， 则 我 们 的 分 析 就 要 打折 扣 
了 。 但 真 的 是 这 样 吗 ? 如 果 你 学 过 了 计算 机 的 组 成 与 体系 结构 ， 也 许 能 够 找 出 这 个 答案 。 
岗 在 我 们 知道 ， 高 斯 的 算法 为 优 不 是 我 们 想当然 拍 脑 袋 决定 的 ， 而 是 经 过 了 分 析 后 获 
得 的 结果 ， 为 判断 算法 的 效率 而 对 其 进行 的 此 种 分 析 就 是 算法 分 析 。 
但 是 效率 分 析 并 不 是 第 法 分 析 的 唯一 目的 。 虽 然 第 法 追求 的 下 标 是 过 度 ， 但 算法 必须 
首先 正确 才 有 存在 的 意义 。 XK 

此 ,设计 算法 时 ,或 者 对 多 个 算法 进行 比较 时 ,， 训 人 也 们 的 正确 性 和 时 间 效率 。 
这 种 对 算法 进行 解剖 而 获得 其 正确 性 和 时 间 效 率 的 操作 就 是 算法 分 析 。 不 过 ， 正 确 性 和 时 
间 分 析 并 不 是 算法 分 析 的 唯一 任务 。 如 果 两 个 算法 的 时 间 效率 一 样 ， 我 们 就 要 对 算法 实现 
ren Se 

有 时 候 ， 两 个 算法 的 时 间 、 空 间 效 祭 壮 可 能 相同 或 相似 ， 这 时 候 就 要 分 析 算 法 的 其 他 
属性 ， 如 稳定 性 、 健 壮 性 、 实 现 难度 等 ”并 以 此 来 判断 到 底 应 该 选择 哪 一 个 算法 。 因 此 ， 
算法 分 析 可 以 分 为 如 下 3 个 方面 ; ~、 ,A 

(1) 正确 性 分 析 ， 、。 x 

O) 时 空 效率 分 析 ; 一 > 

人) 时 空 特性 分 梳 > 


1.3.1 正确 性 分 


算法 的 正确 性 最 为 重要 。 一 个 正确 的 算法 应 当 对 所 有 合法 的 输入 数据 都 能 得 到 应 该 得 
到 的 结果 。 对 于 那些 简单 的 算法 , 可 以 通过 调试 验证 其 正确 与 否 。 要 精心 挑选 那些 具有 “ 代 
表 性 的 ”， 甚 至 有 点 “刁钻 ”的 数据 进行 调试 ， 以 保证 算法 对 “所 有 ”的 数据 都 是 正确 的 。 
一 般 来 说 ， 调 试 并 不 能 保证 算法 对 所 有 的 数据 都 是 正确 ， 只 能 保证 对 部 分 数据 正确 ， 调 试 
只 能 验证 算法 有 错 ， 不 能 验证 算法 无 错 。 要 保证 算法 的 正确 性 ， 通 常 要 用 数据 归纳 法 去 
证 明 。 

算法 的 正确 性 是 指 假定 给 定 有 意义 输入 ， 算 法 经 有 限时 间 计 算 ， 可 产生 正确 答案 。 先 
建立 精确 命题 ， 证 明 给 出 某 些 输入 后 算法 将 产生 结果 ; 然后 证 明 这 个 命题 。 一 个 算法 的 正 
确 性 有 两 方面 的 含义 :解决 问题 的 方法 选取 是 正确 的 ， 也 就 是 数据 上 的 正确 性 ， 实 现 这 个 
方法 的 一 系列 指令 是 正确 的 。 在 算法 分 析 中 我 们 更 看 重 的 是 前 者 。 
正确 性 的 4 个 层次 如 下 : 程序 不 含 语法 错误 ;程序 对 几 组 输入 数据 能 得 出 满足 规格 要 
求 的 结果 ; 对 典型 的 、 苛 刻 的 、 还 有 刁难 性 的 几 组 输入 有 正确 的 结果 ;对 一 切合 法 的 输入 


数据 都 能 产生 满足 规格 要 求 的 结果 。 
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1.3.2 ”时 空 效 率 分 析 


前 面 说 过 ， 速 度 是 算法 之 魂 。 因 此 ， 一 个 算法 只 有 正确 性 并 无 太 多 意义 。 一 个 让 人 等 
上 几 百 年 的 算法 ， 就 是 再 正确 ， 也 不 会 令 我 们 满意 。 因 此 ， 算 法 的 速度 非常 重要 ， 甚 至 在 
广义 上 可 以 判 为 正确 性 的 一 部 分 。 需 要 注意 的 是 ， 这 里 的 速度 是 一 个 抽象 概念 ， 指 的 是 算 
法 计算 所 需要 的 步 又， 而 不 是 具体 的 多 少 小 时 、 多 少 分 钟 等 。 

除了 速度 外 ， 一 个 算法 在 实现 的 时 候 需要 占用 的 空间 也 是 一 个 考虑 的 因素 。 本 书 前 面 
已 经 说 过 ， 算 法 在 很 多 时 候 是 在 计算 机 上 实现 的 ， 而 在 计算 机 上 实现 就 需要 占用 空间 ， 这 
里 的 空间 指 的 是 内 存 ， 可 以 是 物理 内 存 ， 也 可 以 是 虚拟 内 存 ， 但 不 包括 磁盘 ， 因 为 磁盘 便 
宜 使 得 其 不 在 我 们 的 考虑 范围 内 ， 占 用 空间 少 的 优点 不 只 ea 也 许 大 家 知道 ， 占 
用 内 存 少 的 程序 通常 能 运行 得 更 快 ， 即 空间 的 节省 有 可 能 4 因此 ， 在 其 
他 因素 相同 的 情况 下 ， 节 省 空间 的 算法 更 优 。 

算法 在 计算 机 上 执行 运算 ， 需 要 一 J 
























































据 , 计算 机 完成 运算 任务 需要 一 定 的 时 间 。 根据 不 同 的 算法 写 出 的 程序 放 在 计算 机 上 运行 时 ， 
所 需要 的 时 间 和 空间 是 不 同 的 ， 算 法 的 复杂 性 是 这 和 所有 时间 和 空间 的 一 种 度量 。 

对 于 任意 给 定 的 问题 ， 设 计 出 复杂 性 尽 可 能 的 算法 是 在 设计 算法 时 考虑 的 一 个 重要 
目标 。 当 给 定 的 问题 已 有 多 种 算法 时 以 中 复杂 性 最 低 者 ， 是 在 选用 算法 时 应 遵循 的 
一 个 重要 准则 。 算法 的 复杂 性 分 要 的 设计 或 选用 六 为 克 人 价值 。 

rt tn 入 A 时 间 复 杂 度 的 依据 ， 它 取决 
于 问题 的 规模 n 和 待 

ee i Xt 占用 的 空间 、 程 序 代码 所 占用 的 空 
问 和 辅助 变量 所 占用 的 空间 。 一 般 ， 输入 数据 用 的 空间 与 算法 无 关 ， 取 决 于 问题 本 身 ; 
rr th 因此 ， 空 间 复杂 度 主要 考虑 算法 执 
行 过 程 中 辅助 变量 所 占用 的 空间 ， 一 般 以 最 坏 情 况 下 的 空间 复杂 度 作为 算法 的 空间 复杂 度 。 

一 般 程序 运行 的 时 间 与 下 列 因 素 有 关 

(1) 程序 的 输入 ; 

(2) 编译 的 目标 代码 的 质量 ; 

(3) 执行 程序 机 器 指令 的 性 质 和 速度 ; 

(4) 构成 程序 的 算法 的 时 间 复 杂 度 。 

正 因为 有 如 此 多 的 因素 ， 为 了 能 比较 客观 地 评价 和 比较 算法 ， 有 必要 分 析 一 下 各 种 因 
素 对 算法 时 间 的 影响 以 及 如 何 正 确 处 理 这 些 因素 。 
运行 时 间 是 输入 规模 的 函数 f(n)， 但 是 要 记 住 /CD 不 等 同 于 要 求 的 时 间 复 杂 度 7(n)。 
于 在 实际 情况 中 ,程序 的 输入 不 是 一 个 确定 的 值 x， 而 是 一 个 不 确定 的 输入 量 , n 值 是 表 
示 输 入 数据 的 规模 。 这 就 涉及 两 个 重要 的 概念 ， 最 坏 时 间 复 杂 度 和 平均 时 间 复 杂 度 。 

最 坏 时 间 复 杂 度 : 规模 为 n 的 所 有 输入 量程 序 运行 时 间 的 最 大 值 。 

平均 时 间 复 杂 度 : 规模 为 的 所 有 输入 量程 序 运 行 时 间 的 平均 值 。 

由 于 平均 时 间 复 杂 度 比 最 坏 时 间 复 杂 度 要 复杂 ， 所 以 常常 通过 求 最 坏 时 间 复 杂 度 来 表 
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Co 算法 概述 二 
(9 Se 


示 某 个 算法 的 时 间 复 杂 度 。 但 是 必须 要 记 住 这 两 者 是 有 区 别 的 ， 也 就 是 说 ， 最 坏 时 间 复 杂 
度 最 小 的 算法 不 一 定 是 平均 时 间 复杂 度 最 小 的 算法 。 
由 于 算法 的 执行 时 间 和 运行 程序 的 计算 机 有 着 密切 的 联系 ， 所 以 7(n) 不 能 直接 表达 成 
n 的 函数 ， 而 要 用 “ 阶 ” 来 表示 。 
定义 1: O(g()= 内 | 藻 存 在 正常 数 C 和 wo， 使 得 对 所 有 的 n 宇 wm， 有 |f(m)|<Clg(D): 
定义 2:， Ag(m)= {fn) | 若 存在 正常 数 C 和 wo， 使 得 对 所 有 的 az， 有 |7(D|>ClgCD|} 
定义 3: g(g(D) = {fn) | 若 存在 正常 数 C1， Cs 和 no, 使 得 对 所 有 的 n 宇 mo, 有 Ci|gC| 么 
fC ls00)|}. 
图 1.3 给 出 了 函数 fn) 和 函数 g(n) 的 直观 图 形 。 


cg) E je cig(n) 









































SN mo 和 
AO 1 ae > OA- 
“图 1.3 0、 人 和 0 记号 的 图 形 例子 


由 于 存在 重要 结论 TO+Ta(D) = O(max(Km)8(m))， 所 以 一 个 程序 的 时 间 复 杂 度 是 由 各 
序 中 最 复杂 的 部 分 组 成 ， 这 一 点 是 非 党 

另外 ， 当 算法 的 时 间 复 杂 度 7(n) 与 数据 个 数 无 关系 时 ，7(n) 三 cx 1， 所 以 此 时 算法 
的 时 间 复 杂 度 X(n) = O(1)， 当 算法 的 时 间 复杂 度 7(n) 与 数据 个 数 n 为 线性 关系 时 ， 所 以 此 
时 算法 的 时 间 复 杂 度 7(n) = O(n); 依次 类 推 分 析 一 个 算法 中 基本 语句 执行 次 数 与 数据 个 数 
的 函数 关系 ， 就 可 求 出 该 算法 的 时 间 复 杂 度 。 

在 C 语言 表示 的 算法 中 ， 算 法 的 时 间 复 杂 度 一 般 与 程序 执行 的 步骤 数 有 关系 ， 一 般 是 
所 有 步 又 的 时 间 复 杂 度 相 加 。 所 以 需要 对 一 些 语句 的 运行 时 间 做 出 估计 。 例 如 

(1) 算数 运算 时 间 为 0(1); 

(2) 逻辑 预算 时 间 为 0(1); 

(3) 赋值 运算 时 间 为 0(1); 

(4) 让 语句 的 运行 时 间 为 测试 语句 运行 时 间 与 后 续 执行 语句 运行 时 间 的 和 ; 

(5) while 语句 的 运行 时 间 为 每 次 执行 循环 体 的 时 间 与 循环 次 数 之 积 

(6) for 语句 的 运行 实际 与 while 相似 ; 

(7) return 语句 的 运行 时 间 为 O(D)。 

我 们 希望 随 着 问题 规模 n 的 增 大 其 时 间 复 杂 度 是 趋 于 稳定 地 上 升 ， 但 上 升幅 度 不 能 太 


大 。 如 图 1.4 所 示 为 常见 T(n) 随 n 变化 的 增长 率 。 
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32 SS# 128 256 512 1024 
图 1.4 rp ratonte 
0) aaa 2 
0(1) <0 (logan) <0 (0 (logn) 二 OO 2 ... <O0 (nN) <0(2") 
其 中 ，2、4 项 中 的 2 是 对 数 的 底 ， 上 > 3。 
QQ) 使 用 logn) 或 者 99， 没有 指明 底数 x 
原因 在 于 ， 对 二 对 数 有 公式 log) = 68 jiioga()] 成 立 。 其 中 ，x、m 是 对 数 的 底 
而 mn 是 任何 So 不 等 于 1 的 数 。 当 底数 为 10 时 ,在 数学 上 , 习惯 简写 成 lg。 从 而 有 O 
(logn(n)) = 0 ([log2(m)]/[log2(m)]) = O ([logs(m)]/[logs(m)])=.…， 显然 log2(m)、log(m) 是 个 常 
量 ,可 以 从 括号 中 提出 来 , 于 是 有 O (logm(n)) = O (log2(n)) = O (log3(n)) = …。 我 们 看 到 底 
数 不 管 为 2 还 是 3 还 是 其 他 任何 大 于 0 且 不 等 于 1 的 数 ， 它 们 的 上 界 都 一 样 。 于 是 为 了 统 
一 和 简便 ， 都 写成 O (log(m))”。 
接 下 来 通过 分 析 一 些 算法 的 实例 来 了 解 如 何 运用 这 些 理论 。 
例 1.1 设 数组 a 和 好 在 前 边 部 分 已 赋值 ， 求 两 个 半 阶 矩阵 相 乘 运算 算法 的 时 间 复 杂 度 
Eord int 4 < 0% lm st 
Eox Mat YO 
GO 0 
Top MINE Re 0 FM ev 
SN a Ve 户 生 区 





























// 基 本 语句 1 


} 





@@ O(log(m)) 和 0 (logm) 在 本 书 中 是 一 样 的 ， 这 里 为 了 区 别 用 了 前 者 ， 书 中 后 面 的 章节 基本 上 都 是 用 后 者 的 
表示 形式 。 
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解 : 设 基本 语句 的 执行 次 数 为 fn)， 有 ftn)=cl * 十 c2 x*。 因 T(n)=fn)=a 水 7 
二 Cy* 避 =c 米 丰 ， 其 中 c1，c2，c 可 为 任意 常数 ， 所 以 该 算法 的 时 间 复杂 度 为 O (7 )。 
例 1.2 求 下 面 程序 段 的 时 间 复 杂 度 
int 4 = 17 
While (i < mn yy 
二 























} 


解 : 设 第 一 次 循环 k= 1， 此 时 i= 1*3; 第 二 次 循环 k=2， 此 时 i= 1*3*3 =3*; 以 此 类 
推 ,第 7 次 循环 k=7, 此 时 i=37。 又 i 二 n, 即 37 三 ,对 此 方程 两 边 取 对 数 , 则 7 logsn。 


从 而 该 程序 的 时 间 复 杂 度 为 O (logn)。 
肥 日 ogan 伦 


1.3.3 ”时 空 特性 分 析 
除了 正确 性 分 析 和 时 空 效率 分 析 外 ， a 进行 时 空 特性 分 析 ， 例 如 稳定 
94 同时， 还 能 实现 一 些 附加 目的 ， 


性 、 健 壮 性 、 实 现 难 易 性 等 。 dm i 
那么 这 种 算法 就 比 只 实现 主要 目的 的 算法 更 优 : ， 在 排序 时 ， 有 的 算法 是 稳定 的 ， 即 


值 相等 的 数据 其 相对 位 置 保持 不 变 ， 有 | 定 的 ， 即 相等 数据 的 相对 位 置 在 排序 的 过 
程 中 有 可 能 发 生变 化 。 那 么 ， 稳 et 

另外 ， 算 法 还 应 该 考虑 到 实现 的 难 易 性 问题 。 有 的 敌 法 在 抽象 上 非常 精妙 ， 但 具体 实 
轴 相 来 可 能 让 在 请 如 从 下 能 '” 疮 以 在 计算 机 上 并 符 、 扣 和 困难 等 是 ， 这 样 的 和 法 
不 如 那 种 容易 理解 、 容 氏家 示 、 容 易 编程 的 算法 好 。 

We 法 展现 出 的 某 种 人 福特 质 而 喜欢 上 它 ， 例 如 ， 后 面 将 要 讲 到 的 
at 页 机 会 ， 就 能 实现 很 好 的 效率 。 这 样 的 算法 由 于 
有 着 我 们 人 所 追求 的 “坚韧 不 拔 ”的 精神 而 获得 人 们 的 喜欢 。 当 然 ， 这 不 是 我 们 喜欢 快速 
排序 的 唯一 理由 。 



























































1.4 解决 问题 的 一 般 步 骤 


算法 是 一 系列 解决 问题 的 步骤 的 集合 。 算 法 提供 了 要 得 到 的 问题 答案 必须 经 历 的 一 系 
列 步 又， 这 些 步 又 要 求 必 须 是 清晰 而 且 可 以 实现 的 ,这 是 计算 机 科学 的 一 个 很 重要 的 原则 。 
相 比较 而 言 ， 数 学 分 析 、 线 性 代数 等 一 些 理论 数学 学 科 ， 它 们 最 关注 的 地 方 是 一 个 问题 的 
解 是 不 是 存在 , 解 是 不 是 唯一 以 及 解 的 性 质 等 , 而 计算 机 科学 则 需要 提供 一 个 求解 的 过 程 ， 
也 就 是 说 ， 在 假设 解 一 定 存在 的 前 提 下 执行 算法 步 又， 将 可 以 得 到 问题 的 解 。 

当 遇 到 一 个 具体 问题 时 ， 可 以 参考 这 些 步 骤 的 思路 以 得 到 问题 的 答案 。 因 此 可 以 说 ， 


这 也 是 解决 一 般 问 题 的 算法 。 

















如 图 1.5 所 示 给 出 了 这 个 算法 的 执行 流程 。 
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确定 算法 错误 原因 





RE 
A 
yy 前 放 二 
1 了解 问 题 的 内 容 “人 A 


当 遇 到 一 个 问题 时 ， 首 秀 要 清楚 这 个 问题 的 所 有 内 容 。 如 果 这 个 问题 已 经 给 出 了 明显 
的 要 求 ， 如 对 成 绩 排 序 ; 那么 只 需要 看 看 它 是 属于 那 一 类 的 问题 ， 然 后 参考 相关 的 资料 ， 
eae ee 
立 模型 ， 然 后 再 考虑 如 何 解决 。 如 果 所 遇 到 的 问题 恰好 是 本 书后 面 所 讨论 的 常见 问题 ， 那 
么 可 以 通过 确定 问题 所 处 的 具体 环境 以 及 要 求 来 选择 解决 问题 的 算法 。 了 解 问题 内 容 这 个 
步骤 是 十 分 重要 的 ， 因 为 只 有 知道 了 问题 具有 什么 样 的 输入 ， 需 要 得 到 什么 样 的 输出 ， 问 
题 的 解决 才 可 能 进行 下 去 。 理 解 了 问题 是 问题 求解 的 关键 

2， 确 定 计算 设备 的 能 力 


在 清楚 了 解 了 问题 的 内 容 之 后 ， 下 一 步 是 确定 用 于 解决 问题 的 设备 的 能 力 。 目 前 一 般 
使 用 的 计算 机 都 是 冯 “。 诺 依 曼 (Von Neumann) 体 系 架构 的 。 它 的 一 个 最 重要 假设 是 ， 程 序 指 
令 的 执行 是 顺序 的 。 针 对 这 一 类 计算 机 设计 的 算法 被 称 为 串 行 算法 (Sequential Algorithm)， 
与 之 相 区 别 的 是 所 谓 的 并 行 计算 机 以 及 并 行 算 法 Parallel Algorithms)， 指 令 能 够 并 行 的 执 
行 ， 效 率 当然 会 大 大 提高 ， 额 外 需要 考虑 的 则 是 指令 执行 顺序 以 及 同步 等 问题 。 并 行 算法 
的 设计 思想 有 自己 相关 的 理论 ， 这 里 仅 考虑 串 行 算法 。 确 定 了 体系 结构 后 ， 下 面 要 考虑 的 
是 计算 机 的 处 理 速度 以 及 存储 器 容量 的 问题 。 如 果 仅 作为 练习 或 者 一 般 的 应 用 ， 在 算法 设 
计 的 时 候 并 不 需要 考虑 到 处 理 速度 与 存储 容量 的 问题 ， 因 为 随 着 硬件 技术 的 更 新 换代 ， 现 
在 使 用 的 计算 机 普遍 是 高 速度 以 及 具备 大 容量 存储 的 。 但 是 如 果 设 计 的 算法 是 用 于 一 个 系 

































































S 
第 1 章 算法 朗 述 
GO 一 “ey 











统 的 关键 部 分 的 程序 (所 谓 关 键 部 分 就 是 被 其 他 模块 频繁 调用 ， 直 接 影响 系统 效率 的 )， 那 
么 速度 以 及 存储 器 的 问题 就 必须 认真 考虑 。 

3. 选择 精确 或 者 近似 的 算法 

解决 问题 下 一 步 要 考虑 的 是 使 用 精确 的 还 是 近似 的 算法 。 并 不 是 每 一 个 可 解 的 问题 都 
有 精确 的 算法 ， 例 如 求 一 个 数 的 平方 根 、 求 非 线性 方程 的 解 等 。 有 时 候 一 个 问题 有 精确 的 
解法 但 是 算法 执行 效率 很 差 ， 例 如 旅行 家 问题 。 因 此 ， 如 果 待 处 理 的 问题 涉及 上 述 那些 方 
面 ， 则 要 考虑 是 选择 精确 的 还 是 近似 的 算法 。 

4， 选择 合适 的 数据 结构 

有 教程 提 到 : 程序 = 算法 + 数据 结构 (Programs = An ata Structures)， 由 此 可 
以 看 出 数据 结构 对 算法 的 重要 性 。 例 如 在 处 理 搜索 问题 时 ,对 于 仅 仪 进行 搜索 的 算法 只 需 
要 用 到 简单 的 数组 即 可 ， 如 果 搜 索 后 伴随 着 插入 删除 操作 时 ;| 那么 用 链表 以 及 堆 等 复杂 的 
数据 结构 的 算法 更 加 可 取 。 /和 

PD A 
法 设计 与 效率 )， 因 此 ， 后 面 的 算法 实现 常常 采用 最 简单 的 数组 实现 。 

5. 选择 算法 设计 技术 SS - 

算法 设计 技术 (Algorithm Desigh, echnique) 或 者 算法 设 计策 略 (Algorithm Design 
Strategy Algorithm) 指 的 是 解决 二 系列 不 同 问题 的 通用 设计 思想 。 常 用 的 设计 技术 包括 分 治 


法 (Divide and Conquer eofithm) 、 贪 禁 法 (Greedy is 动态 规划 法 (Dynamic 


Programming Algorithm)、 | 回 湖 法 (Backtracking orithm)， 分 支 限定 法 (Branch and Bound 
PP 下 必 


















































2 
1.5 小 结 


理解 算法 的 概念 是 算法 设计 、 算 法 分 析 的 基础 。 本 章 主要 介绍 了 算法 的 基本 概念 以 及 
算法 必须 满足 的 约束 条 件 ， 并 给 出 了 各 种 算法 问题 的 分 类 。 学 习 算 法 概念 的 关键 在 于 理解 
它 必须 满足 有 穷 性 、 确 切 性 、 可 行 性 以 及 输入 /输出 的 约束 。 

算法 分 析 是 算法 设计 中 必须 进行 的 过 程 ， 对 于 算法 的 分 析 可 以 遵循 某 种 既定 的 程序 即 
算法 分 析 框 架 进行 。 

算法 分 析 最 后 需要 得 到 的 某 一 特定 算法 的 关键 操作 的 执行 次 数 , 即 算法 的 时 间 复 杂 度 ; 
如 果 确 切 的 操作 次 数 求 取 比较 困难 ， 至 少 得 到 基本 操作 执行 次 数 的 数量 级 ， 也 就 是 算法 的 
渐进 时 间 复 杂 度 。 分 析 中 需要 注意 两 类 问题 分 析 过 程 的 区 别 : 非 递归 算法 分 析 关 键 在 于 求 
出 各 种 规模 下 的 操作 次 数 的 一 个 和 式 ; 而 递归 算法 关键 则 是 求 出 规模 为 n 的 复杂 度 与 规模 
比 半 小 的 复杂 度 之 间 的 递 推 关系 ， 并 需要 把 得 到 的 递 推 关系 转化 为 一 个 通 项 表达 式 。 本 章 
学 习 的 重点 在 于 算法 分 析 ， 能 够 对 一 般 的 算法 求 出 算法 的 时 间 复 杂 度 ， 估 计算 法 的 渐进 时 
间 复 杂 度 ， 熟 练 掌握 递 推 关系 转 化 为 通 项 公式 的 各 种 方法 。 











1.6.1 选择 题 


1. 选 出 不 是 算法 所 必须 具备 的 特征 (  ) 
A. 有 穷 性 B. 确切 性 C. 高 效 性 D 
2. 与 算法 英文 单词 algorithm 具有 相同 来 源 的 单词 是 ( 。  )。 
A. logarithm  B. algiros C. arithmos D 
3. 算法 的 三 种 基本 结构 是 (。  )。 
A. 顺序 结构 、 分 支 结构 、 循 环 结构 
B. 顺序 结构 、 流 程 结构 、 循 环 结构 入 
C， 顺 序 结构 、 分 支 结构 、 流 程 结 构 A 交 
D。 流程 结构 、 分 支 结构 、 循 环 结构 Wi 
4. 在 学 生成 绩 表 中 ， ee 
A. 平均 成 绩 。 B. 单 科 成 绩 FT D. 班级 
。 从 排序 过 程 是 否 完全 在 内 存 中 进行 ， 可 以 分 为 ( 。 )。 
A. 稳定 排序 与 不 稳定 排序 排序 与 外 排序 
C. 直接 排序 与 间接 排序 SS Re 
下 列 不 属于 组 合 问题 的 是 (> 





a 


CN 


A. Euler 的 36 ek 
C， 求 二 项 式 展开 系数 》 
7. 根据 执行 了 算法 的 CT 可 以 分 为 (。” ) 
A. A 似 算 法 We 与 并 行 算法 
不 稳定 算法 3 位 算法 与 64 位 算法 


8. a 不 是 描述 算法 的 工具 。 
A. 数据 流 图 ”B. 伪 代 码 C. 自然 语言 D. 程序 语言 
9. 在 本 章 定义 的 伪 代 码 中 ,“=” 表 示 (。”)。 





A. 等 于 B. 赋值 C. 不 等 于 D. 比较 
10. 下 列 ( ””) 不 是 衡量 算法 的 标准 。 
A. 时 间 效 率 B. 空间 效率 
C. 问题 的 难度 D. 适应 能 力 
1.6.2 ”问答 题 


1， 什么 是 算法 ? 算法 必须 满足 哪些 约束 ? 
2， 使 用 你 熟悉 的 编程 语言 ， 实 现 Euclid 算法 及 Sieve 算法 。 
3. 求解 两 个 数 的 最 大 公约 数 还 有 其 他 算法 吗 ? 如 果 有 ,给 出 该 算法 的 自然 语言 表示 和 
伪 代 码 表示 。 
4， 设 计 一 个 算法 ， 计 算 | Vn | 并 给 出 算法 的 自然 语言 表示 和 伪 代码 表示 。 
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来 描述 一 种 函数 关系 。 
日。 什么 意思 呢 ? 让 我 们 











“递归 ”不 是 “弟子 规 ”， 而 是 出 自 数学 领域 的 一 不 语 ， 它 有 
简单 来 说 ， 递 归 函 数 获 含 的 基本 精神 可 以 概括 为 自 规则 的 反复 套 有 
来 看 看 图 2.1 所 示 大 有 雁 塔 的 结构 ， 一 共 七 层 ,“ 每 诗 的 形制 完全 一 样 ， 仅 按照 一 定 比 例 逐 层 
缩减 。 所 以 ， 如 果 是 你 当初 设计 大 脸 塔 六 你 只 需 考 虑 最 底层 的 长 宽 高 、 造 型 、 用 材 等 问题 
然后 再 给 出 一 个 比例 关系 就 可 以 也 而且， 从 理论 上 讲 , :你 可 以 用 这 个 一 层 增 的 设计 ， 盖 
出 任意 高 度 的 塔 来 ， 甚 至 是 通天 增 ZE 













图 2.1 塔 中 的 “递归 ” 
[以 盖 塔 ， 还 能 做 什么 ? 没 错 ， 你 一 定 想到 俄罗斯 套 娃 和 法 门 寺 里 装 


这 “递归 ”除了 可 


佛 骨 舍利 的 盒子 ， 如 图 2.2 和 图 2.3 所 示 。 








2.3 - 佛 则 信和 全 
当然 ， 本 章 对 递归 进行 讨论 并 不 是 因为 我 们 要 盖 塔 ， 或 者 生活 中 到 处 都 存 丰 
是 因为 在 算法 的 设计 与 分 析 中 ， 递 归 是 定 个 普遍 且 难 以 回避 的 解 题 方 法 。 更 有 意思 的 是 ， 





:递归 ， 而 





递归 又 常常 与 算法 里 面 的 另 一 个 重要 概念 “分 治 ”( 分 而 党 之 ) 紧 密 联系 。 事 实 上 ， 递 归 在 
很 多 时 候 就 是 因为 分 治 策略 的 使 用 才 出 现 的 ， 可 以 说 % 3 没有 递归 ， 就 没有 分 治 。 分 析 一 个 
分 治 策略 的 优 劣 经 常 牵涉 对 递归 表达 式 的 分 析 ;” ~ 

本 草 我 们 就 探 寺 分 治 与 弟 中 。 这 两 个 概念 密 不 可 分 ， 它 们 是 算法 设计 和 分 析 的 根本 。 
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2.1.1 递归 的 概念 

递归 算法 是 一 个 过 程 或 函数 在 其 定义 或 说 明 中 又 直接 或 间接 调用 自身 的 一 种 方法 ， 它 
通常 把 一 个 大 型 复杂 的 问题 层 层 转 化 为 一 个 与 原 问题 相似 的 规模 较 小 的 问题 来 求解 。 递 归 
策略 只 需 少 量 的 代码 就 可 描述 出 解 题 过 程 所 需要 的 多 次 重复 计算 ， 大 大 地 减少 了 程序 的 代 
码 量 。 

递归 的 优势 在 于 用 有 限 的 语句 来 定义 对 象 的 无 限 集合 。 用 递归 思想 写 出 的 程序 往往 十 
分 简洁 易 懂 。 一 般 来 说 ， 递 归 需 要 有 边界 条 件 、 递 归 前 进 段 和 递归 返回 段 。 当 边界 条 件 不 
满足 时 ， 递 归 前 进 ， 当 边界 条 件 满足 时 ， 递 归 返 回 。 注 意 : 在 使 用 递归 策略 时 ， 必 须 有 一 
个 明确 的 递归 结束 条 件 ， 称 为 递归 出 口 ， 和 否则 递归 将 无 限 进行 下 去 ( 死 锁 )。 

递归 算法 一 般 用 于 解决 3 类 问题 : 

(1) 数据 的 定义 是 按 递 归 定 义 的 。 例 如 ，Ackerman 函数 。 

(2) 问题 解法 用 递归 算法 实现 。 例 如 ， 回 溯 算 法 。 

(3) 数据 的 结构 形式 是 按 递归 定义 的 。 例 如 ， 树 的 遍历 、 图 的 搜索 。 
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递归 的 缺点 主要 表现 在 递归 算法 解 题 的 运行 效率 较 低 、 空 间 消 耗 多 ， 有 时 还 会 受到 一 
些 软 硬件 环境 条 件 限制 。 在 递归 调用 过 程 中 ， 系 统 为 每 一 层 的 返回 点 、 局 部 变量 等 开辟 了 
堆栈 来 存储 。 北 归 次 数 过 多 容易 造成 堆栈 溢出 等 。 

递归 算法 是 解决 问题 的 一 种 最 自然 且 合 乎 逻辑 的 方式 ， 利 用 递归 算法 不 需 花费 太 多 的 
精力 就 能 够 解决 问题 ， 但 是 程序 的 执行 效率 可 能 会 变 差 。 在 这 种 情况 下 ， 通 常 把 递归 算法 
转换 为 非 递归 算法 ， 如 模拟 或 者 递 推 。 

2.1.2 ”具有 递归 特性 的 问题 

为 了 反映 递归 的 特性 ， 下 面 举 3 个 经 典 的 例子 。 

1. 阿 克 景 (Ackerman) 函 数 YA 

阿 克 曼 函数 是 非 原 始 递归 函数 的 例子 。 它 需 要 两 个 自然 数 作为 输入 值 。 在 数学 上 ， 阿 
克 曼 函数 从 如 下 的 方法 定义 : Ne 















































n+l ww Yr=0 
Ack(m-1,1) WS mz#0,n=0 
Ack(m—1,Acek(m,n—l1)) m0,nz0 
则 Ackerman 函数 的 算法 描述 如 下 ; 


SN 本 
int ack(m, n){ MN 
if(m == 0) y SS 深 让 


Ack(m,n)= 








Ey :~ r 才 
return n+17 % x x 入 
else if(n == > a > 
return, ack( -1，1) 7 > SS 
else < > 


《<— » 7 
r Ne ack (m, 人 
2.， 裴 波 那 契 数列 
斐 波 那 契 数列 的 发 明 者 ， 是 意大利 数学 家 列 昂 纳 多 。 斐 波 那 契 (Leonardo Fibonacci， 
1170-1240)， 斐 波 那 契 数列 ( 见 图 2.4)， 又 称 黄金 分 割 数列 ， 指 的 是 这 样 一 个 数列 : 0, 1, 1, 2， 
3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 … 这 个 数列 从 第 三 项 开始 ， 每 一 项 都 等 于 前 两 项 之 和 。 
"ae 六 2 
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图 2.4 自然 中 的 辈 波 那 契 数列 
在 数学 上 ， 斐 波 那 契 数列 以 如 下 递归 的 方法 定义 : 


Fn= n=0,1 
Dm D+Fm2) n>l 


这 是 一 个 递归 关系 式 ， 说 明 当 n>1 时 ， 这 个 数列 的 第 项 的 值 是 它 前 面 两 项 之 和 。 它 
用 两 个 较 小 的 自 变量 函数 值 定义 一 个 较 大 的 自 变量 函数 值 ， 所 以 需要 两 个 初始 值 (0) 和 
FO。 

(1) Fibonacci 数列 的 递归 算法 





(2) Fibonacci 数列 的 递 推 算法 





F(4) F(3) F(3) F(2) 
2 2 CN i Sg 
F3) F(2) FQ2) AD F2 RD) FI) FO) 

NS SS 
Fo Ab Ab ROAD AoAD Ro 


”a 


RD A0) 
图 2.5 Fibonacci 算法 的 递归 结构 (n=6) 





注 :Fibonacci stipe a re- | ] ‘这 |] | 


3. 汉 诺 塔 


er 


的 盘古 差不多 的 神 ) 在 一 个 庙 里 留 下 了 3 根 金刚 石 的 棒 ， 第 一 根 上 面 套 着 64 个 圆 的 金 片 ， 
最 大 的 一 个 在 底下 ， 其 余 一 个 比 一 个 小 ， 依 次 又 上 去 ， 庙 里 的 众 僧 不 倦 地 把 它们 一 个 个 地 
从 这 根 棒 搬 到 另 一 根 棒 上 ， 规 定 可 利用 中 间 的 一 根 棒 作 为 帮助 ， 但 每 次 只 能 搬 一 个 ， 而 且 
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汉 诺 塔 (又 称 河内 塔 ) 问 题 其 实 是 印度 的 一 个 古老 的 传说 。 开 天 辟 地 的 神 勃 拉 玛 (和 中 



























































大 的 不 能 放 在 小 的 上 面 。 计 算 结果 非常 恐怖 (移动 圆 片 的 次 数 )18446744073709551615， 众 


僧 们 即便 是 耗 尽 毕生 精力 也 不 可 能 完成 金 片 的 移动 了 。 























为 了 实现 上 面 的 汉 诺 塔 问题 ， 我 们 可 以 描述 如 下 : 
有 A、B、C 三 个 杆 如 图 2.6 所 示 。A 杆 上 有 若干 个 由 大 到 小 的 圆 盘 ， 大 的 在 下 面 ， 小 





















































的 在 上 面 , B 和 C 都 是 空 杆 , 请 把 A 杆 上 的 圆 盘 都 倒 到 B 杆 或 C 杆 上 , 在 倒 盘 的 过 程 中 不 
可 以 大 的 压 小 的 并 且 一 次 只 能 移动 一 个 盘子 。 XA 


则 考虑 三 个 步骤 。 














分 析 : 若 只 





和 4 


第 一 步 ， 把 ol i 子 从 A 杆 搬 到 BB- 痢 ( 铺 肪 秆 )， 这 是 一 起 搬 动 ， 而 是 符合 要 求 的 


从 一 个 村 报到 六 二- 个 六 


二 步 ， A 着 的 C 上 ， 
第 三 步 ， 用 第 一 步 所 说 的 办 法 再 将 B 杆 上 的 盘子 都 搬 到 C 上 。 和 第 一 步 一 样 ， 这 步 实 





际 上 是 由 一 个 序列 更 小 的 一 次 仅 搬 一 个 盘 的 操作 组 成 。 








此 可 得 到 求解 n 阶 汉 诺 塔 问题 的 代码 如 下 : 
void hanoi (int n，char A，char B，char C) // 把 前 n 个 通过 B 从 A 移 到 C 
{ 














if(n == 1l1)movel(l, A, C); 
elsel{ 
hanoi(n-1, A, C, B); // 把 A 杆 的 n-1 个 盘子 通过 C 杆 移 到 B 杆 
move(n, A, C); // 把 A 杆 的 第 n 个 盘子 移 到 Cc 杆 并 打印 
hanoi (n-1, B, A, C); // 把 B 杆 的 n-1 个 担子 通过 入 杆 移 到 C 杆 
I 
} 
void move (int n, char A, char B){ // 把 n 号 圆 盘 从 A 移 到 B， 并 打印 出 


printf ("Move disk $d from %c to Sc\n", n, A, B); 


PB 





显然 ， 上 述 代 码 中 求解 汉 诺 塔 问题 的 函数 是 一 个 递归 函数 ， 在 函数 执行 过 程 中 需要 多 
我 调用 。 递 归 调 用 本 质 上 和 普通 的 函数 调用 没有 区 别 。 递 归 调用 时 ， 函 数 调用 一 次 就 
压 一 次 栈 ， 但 调用 不 能 无 限 进行 ， 所 以 得 有 一 个 结束 条 件 ， 这 时 返回 并 不 意味 着 整个 函 
就 退出 了 ， 因 为 还 有 前 面 的 调用 位 于 栈 上 ， 它 们 还 得 继续 执行 后 续 的 代码 ， 然 后 一 层 层 
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2.1.3 ”递归 算法 分 析 

当 一 个 算法 包含 对 自身 的 递归 调用 过 程 时 ， 该 算法 的 运行 时 间 复 杂 度 可 用 递归 方程 进 
行 描述 ， 求 解 该 递归 方程 ， 可 得 到 对 该 算法 时 间 复 杂 度 的 函数 度量 。 求 解 递归 方程 一 般 可 
采用 3 种 方法 ， 即 蔡 换 方法 、 递 归 树 法 和 大 师 解法 。 

1， 替换 法 

根据 递归 规律 ， 将 递归 公式 通过 方程 展开 ， mana 通过 多 项 式 
整理 ， 以 此 类 推 ， 从 而 得 到 递归 方程 的 解 。 


1) 汉 诺 塔 算法 的 时 间 复 杂 度 分 析 和 
分 析 : 根据 汉 诺 塔 算法 ， 当 n>1 时 ，n 个 题 可 分 解 为 2 个 nl 个 圆 盘 的 移 


动 和 1 个 大 圆 盘 的 移动 操作 。 
假设 汉 诺 塔 算法 的 时 间 复 杂 度 为 TCD， 3 ae 


1 
oso sR 
利用 痊 换 法 求解 该 方程 记 i ,多 
有 )=2T(n—1)+1 


=2(27T(n—2) 


























一 二 Ds 
NO = rama 

入 =22(2T(n 3)+1D)+2+1 
2 =237( -3)+22+2+1 


=2°T(n—k)+2™ 1+.…+2+1 


=2"'T()+2" +.…+2+1 
=2"™ +2"? +.…+2+1 
= 
故 得 该 算法 的 时 间 复 杂 度 T(n) = 0(2”) 。 
2) 多 路 归并 排序 算法 的 时 间 复 杂 度 分 析 
其 递归 方程 可 表述 如 下 : 
TO=1 n=1 
T(n)= aT(®) +d(n) n>l 


对 该 方程 通过 蔡 换 法 求解 如 下 : 


人 GO re apropm 
O sr 


T(n)= aT(®) +d(n) 


=a | TO) 刘 <] +d(n) 





二 [rt 计 | + ad +d(n) 


= aT) 丰 eid) + ad(®) +d(n) 


=aT()+ Sad - 
-eT + 2 dD 检 
著 n=br， 可 得 到 7(n) 解 一 般 形式 为 KK 
rm 
pg j 


若 z# 欠 ， 那 么 存在 整数 &， 使 :<『log, 1] Xe 


T(n A aid(b"h’) 


人? [ole) or 
TU) 二 fe 了 C -eon 外 5 oo 
当 q(m)=en 时 ,x 为 第 数 时 ， 有 SN 
NC Saab) Si) ey 
即 该 递归 方程 的 解 为 


当 d(n) 为 常数 时 ， 有 


T(m)=a'T(D)+ i 


i=0 
其 中 ， r= 
根据 一 般 递 归 方程 的 解 ， 可 以 得 到 推论 : 
O(n) a<b 
T(n)=1 O(nlog,n) a=b 
O(nlog,n) a>b 
证 明 : 
@ 当 a<b 时 , xl， Sr 收敛 ， oS =O0(n), T(n)=n"*" +O(n)=0O(n)。 
i=0 i=0 


大 -1 
@ 当 a=bp 时 ,有 /=1, ca》 r=cnk=cnlog,n; 所 以 T(n)=n*"+cnlog, n= O(nlog, n)。 
i=0 


$B 





一 a 


ww 所 (和 一 外 
图 当 a>b 时 ， 则 cn2 0 
T(m)=n%" + Ons")= On") 。 

替换 法 求解 递归 方程 还 可 以 通过 如 下 步骤 进行 

四 猜测 界限 函数 。 

@ 对 猜测 进行 证 明 ， 并 寻找 到 猜测 中 常量 C 的 范 

3) 求解 递归 方程 7(n)=27(n/2)+n 的 时 间 复 杂 度 分 析 

假设 上 界 为 O(nlog,n) ,对 于 7T(n/2) 成 立 , 即 存在 常数 c, 有 T(n/2) 志 cl(n/2)log,(n/2)。 
现在 需要 证 明 T(n) < cnlog,n。 

根据 假设 ， 有 


=O(a*)=O(a")=O(n"%")， 所 以 有 

















曲 








T(n)=2T(n/2)+n< 2[c(n/2)log,(n/2)]+n 
=cnlog,(n/2)+n 
=cnlog,n—cnlog,2+n 从 
=cnlogyn—cn+n KK 
=cnlogyn-(c-D)n , 将 
cnlog,n 人 
当 c>1 时 ， 上 述 结果 成 立 。 
下 面 证 明 猜 测 对 于 边界 条 件 成 立 ， en 常数 c，T(n) 入 cnlog,n 对 于 边界 
条 件 成 立 。 
假设 T(D)=1 是 递归 方程 的 中 过 条 件 ， 于 对 <1;， TO)<exlxlog,1=0 与 
TCD =1 发 生 韦 盾 ， 所 以 7(D 二 1 不 能 作为 递归 边界 条 
由 于 递归 方程 7(2) 70) 370) +n 得 到 也 和 均 依 赖 于 7(D) ， 选 择 7(C2) 和 7(3) 
作为 归纳 证 明 中 的 边界 条 件 。 a T=4 和 7(3)=5。 
算法 复杂 的 渐 近 表示 法 只 要 求 对 请 而 , TOD 三 cnlog,n 成 立即 可 ,因此 可 设 n=2， 
当 n 宇 2 时 ， 和 cnlog,n 成 立 。 再 选择 c>2 ， 就 会 使 得 7(2) 志 cx2xlog,2 和 
7T(3) 去 cx3xl6g, 3 成立， 以 下 对 此 进行 证 明 。 
T(m)=2T(n/2)+n 
=2(2T(n/22)+(n/2)+n 
=227(z/122)+2m 


=2:T(n/2)+hkn 

当 n=2* 时， 上 式 可 写 为 7T(n)=nT(1)+nlog,n， 车 n=2*-1， 则 上 式 展开 时 用 
T((n+1D)/2)+T((n 一 1)/2) 替代 27(n/2) ， 用 (n+D)/2+(n-1D)/2 代替 mn， 同样 可 得 到 
T(n)=nT()+nlog,n 。 

由 递归 公式 ，7T(D)=1, 则 7T(n)=n+nlog;n=nlog,2+nlog,n=nlog,2n。 

中 当 n 三 2 时 ， 要 使 得 T(n)=nlog,2n 夺 cnlog,n， 则 需 c 宇 log,2n/log,n; 

四 当 n=2 时 ， 由 上 式 c 宇 2 即 可 ; 

图 当 n=3 时 ， 因 log, 2n/log,n=log,6/log,3<2， 此 时 取 c 三 2 满足 条 件 ; 
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@ 当 n>3 时 ，lim 92 -1， 此 时 取 c>> 2 满 中 条件。 


og,n 
以 上 证 明 ， 当 nn 三 2 和 c 宇 2 时 ，7T(n) 志 cnlog,n 成 立 。 


2. 递归 树 法 


对 于 很 多 人 来 说 ， 理 解 抽象 的 东西 不 如 理解 具体 的 东西 来 得 容易 ， 而 一 个 递归 表达 式 
就 是 一 个 抽象 的 东西 ， 不 容易 看 出 其 里 面 所 隐 含 的 执行 序列 和 规律 ， 如 每 层 递归 的 成 本 。 
但 如 果 我 们 将 该 抽象 表达 式 用 图 形 的 方式 加 以 展开 ， 则 抽象 变 具体 ， 就 容易 理解 多 了 。 虽 
然 不 是 所 有 抽象 的 东西 都 可 以 用 具体 的 形象 来 描述 , 但 抽象 递归 表达 式 恰恰 可 以 被 具体 化 。 
将 抽象 递归 表达 式 具 体 化 的 最 佳 图 形 表示 就 是 递归 树 。 该 方法 在 解 乘法 运算 的 递归 表 
达 式 时 已 经 使 用 过 。 这 种 递归 树 给 出 的 是 一 个 算法 递归 执行 的 成 本 模型 。 
模 为 n 开始 ， 一 层 层 的 分 解 ， 直 到 输入 规模 变 为 1 为 止 。 Kc 
细 的 了 。 图 2.7 是 表达 式 7(n) =37T(n/4)+cm 的 递归 树 。 
1) 构造 递归 树 
假设 为 4 的 野 ， 根 据 方程 的 递归 关系 ， 递 归 分 和 ea 
为 cm 。 现 在 我 们 对 该 递归 树 进行 分 析 。 NN 
2) 递归 树 分 析 ss 


深度 为 i 的 结 点 ， 其 子 问 题 的 规模 当 n/4i=1 时 ， 子 问题 规模 为 1， 这 时 位 于 





















































树 的 最 后 一 层 ( 即 ;= log,z)。 即 在 该 ; ， 层 数 从 0 开始 算 起 ， 第 一 层 的 层 数 为 0， 最 
后 一 层 的 层 数 为 log,n， 共 有 log, 深度 对 应 层 数 第 一 层 深度 为 0， 最 后 一 层 深度 
为 log,n， 深 度 一 en 则 是 深度 减 1， 为 ! 
X Xx Lenm 
sy A j - 码 y 


4 
Tim4) Tlm4) Tln/4) Tlm/16) Tln/16) TUV16) Tlm/16) Tm/16)T(n/16) Tlm/16) Tlm/16) Tn/16) 


T(n) 
(a) (b) (c) 


co -=------------------ ww Ci 


c(n/4) c(n/4): c(m4)  ------- (3/16)cm 


c(n/16) c(n/16) c(n/16)* c(n/16) c(n/16Y c(m/16) c(n/16Y c(n/16Y c(n/16)---» (3/16)cm 


小 小 人 人 小 小 个 个 个 


ET 
1 
1 


(d) 
图 2.7 递归 树 的 构造 过 程 
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第 i 层 的 结 点 数 为 3 (每 一 层 的 结 点 数 是 上 一 层 结 点 数 的 3 倍 )。 层 数 为 i(i = 0, 1, …， 
logs n 一 1 ) 的 每 个 结 点 的 开销 为 c(n/4i) (每 一 层 子 问题 规模 为 上 一 层 的 )。 第 i 层 上 结 点 的 总 
开销 为 3c(a/4)2 =(3/116) em?,i=0,1,…,logsn 一 1。 层 数 为 log,n 的 最 后 一 层 有 398 = ns 
个 结 点 ， 每 个 结 点 的 开销 为 7(1) ， 该 层 总 开销 为 mes2T(D ， 即 gxes3) 。 


将 所 有 层 的 开销 相 加 得 到 整 棵 树 的 开销 如 下 : 


T(n)=cn + 到 十 Gen 十 … 十 GD co 二 OO) 











loga nl 


S 2 BD cen? +0(n™™’) 


四 


< D ) cn? +0(n"’) 


2 
1 We + OU) 全 ,人 
a AS 

-on +O(n"™’) AD] 


=O(0D) 人 


3) 证 明 猜 测 解 a 
me. 假设 这 个 界限 对 于 7T(n/4) 成 立 ， 即 存在 
某 个 常数 d，T(n/4) 志 d(n/4) 归 方程 可 得 
1 SAN 3T(n/4)+cn: 2% 


~™ 


,? a <3d(n/4) te 


sar = Tr 
<0310R. 


nd =dn’ 
从 而 证 明 根据 递归 树 所 猜测 的 解 是 正确 的 。 
4) 大 师 解 法 
定理 1: 设 a 宇 1，b>1 为 常数 ，f(n) 为 一 个 函数 。T(n) 由 以 下 递归 方程 定义 : 
T(m=aT(n/b)+ f(n) 
其 中 ，n 为 非 负 整 数 ， 则 T(n) 有 如 下 的 渐 近 界限 。 
@ 若 对 某 些 常 数 e>0， 有 f(n)=0(n*”“)， 那 么 T(n)=0(n*")。 
回 若 f(n)=0(n"w")， 那么 T(n)=0(n"*"log,n)。 
图 车 对 某 些 常 数 e>0， 有 f(n)=Q(nww"*)， 且 对 常数 c<1 与 所 有 足够 大 的 nxn， 有 
af (n/b)<cf(n)， 那么 T(n)=0(f(n)) 。 
在 定理 1 中 , 将 函数 Fn) 与 函数 n"*“ 进 行 比较 , 递归 方程 的 解 由 这 两 个 函数 中 较 大 的 
一 个 决定 。 
@ 第 1 种 情形 中 ， 函 数 me" 比 函 数 f(n) 更 大 ， 则 解 为 T(n)= 9(n"*"); 
@ 第 2 种 情形 中 ， 这 两 个 函数 一 样 大 ， 乘 以 对 数 因子 ， 则 解 为 
T(m)=0(n"™" log, n)=0(f(n)log, n) 
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图 第 3 种 情况 中 ，f(n) 是 较 大 的 函数 ， 则 解 为 
T(n)=0(f (nm)) 
对 定理 1 的 理解 还 可 以 通过 构造 递归 树 进行 ， 如 图 2.8 所 示 。 





芒 几 ======== 一 ==== 二 < 二 二 = = fn) 
| a 
Amb) az) An/b) -————— = fb) 

A Awpb) Awb) Amb) -—--—w aAmb’) 

+ 

A 

时 
| TD.------- number of leaf 一 地 =aee"=mios” 一 一 一 一 一 一 一 一 -neTUD) 


图 28 大 师 解法 的 六 机 演示/ I 
上 面 这 几 种 情况 的 适用 情景 很 多 ， re 用 于 各 种 分 治 场合 ， 因 此 ， 














被 称 为 大 师 解 法 。 使 用 上 面 递归 树 表示 ， 则 大 师 解法 意义 就 很 显然 了 。 

大 师 解法 的 第 一 种 情况 代表 的 是 递归 树 的 根 至 下 呈 几 何 级 数 增长 ， 成 本 在 
叶子 一 层 达 到 最 高 ， Pei 中 成 本 最 高 的 一 次 。 因 此 ， 递 归 分 治 
的 总 成 本 在 渐 近 趋势 上 请 应 sw 
大 师 解法 的 第 二 种 情况 对 应 的 递 洒 :是 每 层 成 本 一 样 (在 渐 近 趋势 上 )， 即 每 层 成 
本 均 为 mw%" ,由 于 共有 log,n, 因 pal 层 乘 以 log,m, 即 Cj)log, 门 。 
大 师 解 法 的 第 三 二 各 情况 和音 关 丰 为 术 皇 几何 级 数 递减 树 根 这 一 层 的 
成 本 占 主导 地 位 。 是 树 根 层 的 成 本 (f (nm) 。 

1) 天 4T(n/2)+n 

解 : 由 递 方程 可 得 ， a=4,b=2 f= n。 因 此 ，n** 全 =nPe46 =12 。 选 取 
0<e<1， 则 
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JUOD=O0C)=OOe 

此 递归 方程 满足 大 师 解法 定理 1 的 第 1 种 情形 ， 因 此 有 

T(OD=bw )=OOe)=OOD) 

2) 求解 递归 方程 T(n)=47T(n/2)+m 

解 : 由 递归 方程 可 得 , a= 4, b=2 且 f(n)=w。 因 此 , n= 。 f(n)=0O(m)= 
On™®) 

此 递归 方程 满足 大 师 解法 定理 1 的 第 2 种 情形 ， 因 此 有 

7T(D) = (ass log,n)=0(n"* log, n)= 0(n log, n) 

3) 求解 递归 方程 T(n)=47T(n/2)+m 

解 : 由 递归 方程 可 得 ，a = 4, b=2 且 f(n)=w。 因 此 ，nm* =mme4e =n2**。 选 取 
0<s<1， 则 10D)=O02)=OO2e )。 此 递归 方程 满足 大 师 解法 定理 1 的 3 种 情形 。 


还 需 证 明 af(n/b) 志 cf(n) 。 当选 择 c 之 了 时 ， (1/2)ww 三 cw 成立, 即 4(n/2) 志 cn’ =cf(n) 


$B 



























































成 立 。 因 此 ， 选 择 c ， 满 足 1/2<c<1,， 则 T(n)= 68(f(n))=0(n)。 
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2.2 分 治 策略 


讲 一 个 小 孩子 称 大 象 的 故事 ( 见 图 2.9)。 这 人 小 孩子 名 叫 曹 冲 。 曹 冲 的 父亲 曹操 是 个 大 官 ， 
外 国人 送 给 他 一 只 大 象 ， 他 很 想 知道 这 只 大 象 有 多 重 ， 就 叫 他 手下 的 官员 想 办 法 把 大 象 称 
一 称 。 这 可 是 一 件 难 事 。 大 象 是 陆地 上 最 大 的 动物 。 怎么 称 法 呢 ?” 那 时 候 没有 那么 大 的 秤 ， 
人 也 没有 那么 大 的 力气 把 大 象 抬 起 来 。 官 员 们 都 围 着 大 象 发 悉 ， 谁 也 想 不 出 秤 象 的 办 法 。 
正在 这 个 时 候 ， 跑 出 来 一 个 小 孩子 ， 站 到 大 人 面前 说 :“ 我 有 办 法 ， 我 有 办 法 !” 官 员 
们 一 看 ， 原 来 是 曹操 的 小 儿子 曹 冲 ， 嘴 里 不 说 ， 心 里 在 想 : 哼 ! 大 人 都 想 不 出 办 法 来 ， 一 
个 五 六 岁 的 小 孩子 , 会 有 什么 办 法 ! 可 是 千 万 别 瞧不起 小 孩子 ， 这 小 小 的 曹 冲 就 是 有 办 法 。 
他 想 的 办 法 ， 就 连 大 人 一 时 也 想 不 出 来 。 他 父亲 就 说 : i 




















Ey 














曹 冲 说 :“ 我 称 给 你 们 看 ， 你 们 就 明白 了 。” 
他 叫 人 牵 了 大 象 ， 跟 着 他 到 河 边 去 。 es 
< 

























船 ， 章 冲 说 ，“ 把 大 象 达到 
船上 去 .” 大 象 上 了 船 ， 角 就 往 下 沉 了 一 些 。 间 名 说 在 船 玫 上 划一 道 记号 ,” 记 号 
划 好 了 以 后 ， 章 溃 又 叫 人 把 大 象 牵 上 岸 来 Re 人 挑 了 石 块 ， 装 到 大 船上 去 ， 失 
了 一 担 又 一 担 ， 大 船 又 慢 慢 地 往 下 沉 了 。 章 冲 看 见 朋 各 上 的 记号 齐 了 水 面 ， 就 叫 人 把 五 决 
又 -- 担 一 担 地 挑 下 船 来 。 这 时 候 ， 大 家 明白 > 厂 头 装 上 船 和 大 象 装 上 船 ， 那 般 下 沉 到 同 
一 记号 上 ， 可 见 ， 厂 头 和 大 象 是 同 人 再 把 这 些 厂 块 称 一 称 ， 把 所 有 石 块 的 重量 加 
起 来， i 





图 2.9 曹 冲 称 象 
上 面 所 讲 的 故事 就 是 分 治 法 的 一 个 例子 。 分 治 策略 是 对 于 一 个 规模 为 n 的 问题 ， 若 该 











问题 可 以 容易 地 解决 (如 规模 较 小 ) 则 直接 解决 ， 否 则 将 其 分 解 为 个 规模 较 小 的 子 问 题 ， 
这 些 子 问题 互相 独立 且 与 原 问题 形式 相同 。 分 治 策略 递归 地 解 这 些 子 问题 ， 然 后 将 各 子 问 
题 的 解 合并 得 到 原 问题 的 解 。 


2.2.1 分 治 法 的 基本 步骤 


分 治 法 在 每 一 层 递归 上 都 有 以 下 3 个 步骤 。 

中 分 解 : 将 原 问 题 分 解 为 若干 个 规模 较 小 ， 相 互 独立 ， 与 原 问 题 形式 相同 的 子 问题 
@ 解决 : 若 子 问题 规模 较 小 而 容易 被 解决 则 直接 解 ， 否 则 递归 地 解 各 个 子 问题 ; 

@ 合并 : 将 各 个 子 问题 的 解 合并 为 原 同 题 的 解 。 

分 治 策略 的 算法 设计 模式 如 下 所 示 。 




















ey 
ss 己 章 “递归 与 分 治 策略 
人 ) > se 


divide-and-conquer (P){ 





if(1P1<=n0)return adhoc (P); / /解决 小 规模 的 问题 
divide P into small substances Pl, P2, ..., Pk; / /分解 问题 
for(i = 1;i< = k;i++){ 
yi = divide-and-conquer (Pi); / /递归 的 解 各 子 问 题 
} 
return merge(yl, ..., yk); // 将 各 子 问 题 的 解 合并 为 原 问题 的 解 


} 

其 中 ，|P| 表 示 问 题 P 的 规模 ， 为 一 阔 值 ， 表 示 当 问题 P 的 规模 不 超过 nn 时， 问题 
已 容易 直接 解 出 ， 不 必 再 继续 分 解 。adhoc(P) 是 该 分 治 法 中 的 基本 子 算 法 ， 用 于 直接 解 小 规 
模 的 问题 P。 当 了 的 规模 不 超过 mm 时， 直接 用 算法 有 Re si) 
是 该 分 治 法 中 的 合并 子 算法 ,用 于 将 尸 的 子 问题 已 ,已 … 32533,…, 合并 为 P 的 解 。 

分 治 法 的 合并 步 又 是 算法 的 关键 所 在 。 有 些 问 题 的 比较 明显 ， 有 些 问 题 合 并 
方法 比较 复杂 ， 或 者 是 有 多 种 合并 方案 ， 人 ea 究竟 应 该 怎样 合并 ， 没 
有 统一 的 模式 ， 需 要 具体 问题 具体 分 析 。 

根据 分 治 法 的 分 割 原则 ， 原 问 题 应 该 分 汶 so 各 个 子 问题 的 规模 
应 该 怎样 才 为 适当 ?这 些 问题 很 难 了 予 回答 。 但 人 们 从 大 量 实践 中 发 现 ， 在 用 分 治 
法 设计 算法 时 , 最 好 使 子 问题 的 ~ 换 句 话说 , 将 一 个 问题 分 成 大 小 相等 的 上 个 
子 问题 的 处 理 方法 是 行 之 有 效 的 。 放 问题 可 以 取 大 = 2 全 了 问题 交 下 和 
法 是 出 自 - -种 平衡 Galanei 交大 的 四起， 基地 站 


2.2.2 A i 


决 的 问题 一 i 

Oe 委 模 缩小 到 一 定 的 程度 就 可 以 容易 地 解决 。 

@ 该 问题 可 以 分 解 为 若干 个 规模 较 小 的 相同 的 问题 ， 即 该 问题 具有 最 优 子 结构 性 质 。 

@ 利用 该 问题 分 解 出 的 子 问 题 的 解 可 以 合并 为 该 问题 的 解 。 

@ 该 问题 所 分 解 出 的 各 个 子 问 题 是 相互 独立 的 ， 即 子 问题 之 间 不 包含 公 共 的 子 问题 。 

上 述 第 1 个 特征 是 绝 大 多 数 问题 都 可 以 满足 的 ， 因 为 问题 的 计算 复杂 性 一 般 是 随 着 问 
题 规模 的 增 大 而 增加 ， 第 2 个 特征 是 应 用 分 治 法 的 前 提 ， 它 也 是 大 多 数 问题 可 以 满足 的 
此 特征 反映 了 递归 思想 的 应 用 ， 第 3 个 特征 是 关键 ， 能 否 利用 分 治 法 完全 取决 于 问题 是 否 
具有 第 3 个 特征 ， 如 果 具 备 了 第 1 个 和 第 2 个 特征 ， 而 不 具备 第 3 个 特征 ， 则 可 以 考虑 贫 
心 法 或 动态 规划 法 ， 第 4 个 特征 涉及 分 治 法 的 效率 ， 如 果 各 子 问题 是 不 独立 的 ， 则 分 治 法 
要 做 许多 不 必要 的 工作 ， 重 复 地 解 公共 的 子 问题 ， 此 时 虽然 可 用 分 治 法 ， 但 一 般 用 动态 规 
划 法 较 好 。 
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2.2.3 ”二 分 搜索 技术 


二 分 搜索 算法 是 运用 分 治 策略 的 典型 例子 ?。 给 定 n 个 元 素 a[0:n 一 1] ， 需 要 在 这 个 
元 素 中 找 出 一 个 特定 元 素 x 。 比 较 容易 想到 的 是 用 顺序 搜索 方法 ， 逐 个 比较 a[0: 4 一 1] 中 的 
元 素 ， 直 至 找到 元 素 * 或 搜索 整个 数组 后 确定 x 不 在 其 中 。 因 此 在 最 坏 的 情况 下 ， 顺 序 搜 
索 方法 需要 O(n) 次 比较 。 二 分 搜索 技术 充分 利用 了 个 元 素 已 排 好 序 的 条 件 ， 采 用 分 治 策 
略 的 思想 ， 在 最 坏 情况 下 用 O(logn) 时 间 完 成 搜索 任务 。 

二 分 搜索 算法 的 基本 思想 是 将 n 个 元 素 分 成 个 数 大 致 相同 的 两 半 ， 取 a[n/2] 与 x 作 比 
较 。 如 果 x= a[n/2]， 则 找到 x， 算 法 终止 。 如 果 x< a[n/2] ， 则 我 们 只 要 在 数组 a 的 左 
半 部 分 继续 搜索 zx 。 如 果 x > a[n/2] ， 则 我 们 只 要 在 数组 n 的 右 半 部 分 继续 搜索 x 。 

我 们 得 到 的 利用 分 治 法 在 有 序 表 中 查找 元 素 的 二 和 
中 及 个 元 素 ， 已 经 按 升序 排序 ， 待 查找 的 元 素 x 。 









































template<class Type> 


int binarySearch (Type al[], const TYPe&x ro) 
int left = 05 XS 


int right = n-1l 


while (left< = a 
int middle 人. 
if(x == a[middle]) iddle; 
if (x>a[middle]). = middle+l; 次 | 
else right = De -1; Wt 
1 
return -2 NS 
) | 奖 
每 执行 一 次 算法 的 while 循环 ， 待 搜索 数组 的 大 小 减 小 一 半 。 在 最 坏 情况 下 ，while 循 
环 被 执行 了 O(logn) 次 。 循 环 体内 运算 需要 O(1) 时间， 因此 整个 算法 在 最 坏 情况 下 的 计算 
时 间 复 杂 性 为 O(logn) 。 





2.2.4 ”棋盘 覆盖 问题 


在 一 个 2 x 2 个 方 格 组 成 的 棋盘 中 ， 若 恰 有 一 个 方 格 与 其 他 方 格 不 同 ， 称 该 方 格 为 特 
殊 方 格 ， 且 称 该 棋盘 为 特殊 棋盘 (Defective Chessboard)。 显 然 ， 特 殊 方 格 在 棋盘 中 出 现 的 位 
置 有 4 种 情形 ， 因 而 有 4* 种 不 同 的 棋盘 。 

图 2.10(a) 中 的 特殊 棋盘 是 当 上 = 2 时 16 个 特殊 棋盘 中 一 个 。 在 棋盘 覆盖 问题 中 ， 要 求 
用 图 2.10(b) 所 示 的 4 种 不 同形 状 的 工 形 骨牌 覆盖 给 定 棋盘 上 除 特殊 方 格 以 外 的 所 有 方 格 ， 
且 任 何 两 个 LL 形 骨 牌 不 得 重合 覆盖 。 在 任何 一 个 2* x2 的 棋盘 覆盖 中 ， 用 到 的 工 形 骨 牌 个 
数 为 (4 -1)/3。 








@ 首先 对 对 个 元 素 进行 排序 ， 可 以 使 用 c++ 标准 模板 库 函数 sort( )。 
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日 分 治 策略 ， 可 以 设计 解 棋盘 覆盖 问题 的 一 个 简捷 的 算法 。 分 治 的 技巧 在 于 如 何 划分 
棋盘 ， 使 划分 后 的 子 棋盘 大 小 相同 ， 并 且 每 个 子 棋盘 均 包含 一 个 特殊 方 格 ， 从 而 将 原 问题 
分 解 为 规模 较 小 的 棋盘 覆盖 问题 。 


人 @) 2 时 的 一 个 特殊 模 欠 (b) 4 种 不 同形 状 的 [和 骨牌 


图 2.10 棋盘 覆盖 问题 示 < 愉 
人 0 时 ， 将 闪 x2 的 棋盘 划分 为 4 个 2 Ee 如 图 2.11(a) 所 示 。 由 于 原 棋 


盘 只 有 一 个 特殊 方 格 ， 这样 划分 之 后 ， 这 4 个 人 只 有 一 个 子 棋盘 包含 特殊 方 格 ， 
So 
















































































3 个 子 棋盘 中 没有 特殊 方 格 。 人 格 的 子 棋盘 转化 为 特殊 棋盘 ， 
以 便 采用 递归 方法 求解 ， 可 以 用 一 个 虽 th 个 较 小 棋盘 的 会 合 处 ， 如 图 2.11(b) 
所 示 ， 从 而 将 原 问 题 转化 为 4 个 较 小 et 递归 也 使 用 这 种 划分 策略 ， 直 
至 将 棋盘 分 割 为 1x1 ht 











(a) 棋 检 分 割 (b) 构造 相同 子 问 题 
2.11 棋盘 分 割 示意 图 
采用 分 治 算法 解决 棋盘 覆盖 问题 的 数据 结构 如 下 。 




















令 size = 24， 表 示 棋 盘 的 规格 。 
名 棋盘 : 使 用 二 维 数组 表示 : 




















int board[1025] [1025]; 


为 了 方便 递归 调用 ， 将 数组 board 设 为 全 局 变量 。board[0][0] 是 棋盘 的 左上 角 方 格 。 

@ 子 棋盘 : 由 棋盘 左上 角 的 坐标 tr、tc 和 棋盘 大 小 s 表示 。 

@ 特殊 方 格 : 在 二 维 数组 中 的 坐标 位 置 是 (dr dc)。 

@ 工 形 骨 牌 : 用 到 的 工 形 骨 牌 个 数 为 (4 -1)/3， 将 所 有 工 形 骨牌 从 1 开始 连续 编号 ， 
用 一 个 全 局 变量 表示 : 


static int tile = 1; 





算法 设计 、 分 析 与 应 用 教程 
< se 


通过 以 上 分 析 ， 实 现 棋盘 覆盖 问题 的 分 治 策略 算法 如 下 : 


上 述 算法 中 ， 用 一 个 二 维 整 形 数组 board 表示 棋盘 。board[0][0] 是 棋盘 的 左上 和 角 方 格 。 
tile 是 算法 中 的 一 个 全 局 整形 变量 ， 用 来 表示 工 形 骨 牌 的 编号 ， 其 初始 值 为 0。 形 参 (tr, tc) 
是 棋盘 中 左上 角 的 方 格 坐 标 ， 形 参 (dr, dc) 是 特殊 方 格 所 在 的 坐标 ， 形 参 size 是 棋盘 的 行 数 
或 列 数 。 

设 T(k) 是 上 述 算法 覆盖 一 个 2* x2* 棋盘 所 需 的 时 间 ， 则 从 算法 的 分 治 策略 可 知 ，T(K) 


@y 





人 ©) 
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oD k=0 
4T(k-D+0() k>0 


满足 如 下 递归 式 : 
ro-| 


解 此 递归 方程 可 得 T(k) = O(449) 。 
由 于 覆盖 一 个 2* x 2 棋盘 所 需 的 骨牌 个 数 为 (4 -D/13， 故 该 算法 是 一 个 在 渐 近 意义 下 
的 最 优 算法 。 


2.2.5 快速 排序 


快速 排序 (Quicksorb 是 对 冒 泡 排序 的 一 种 改进 , 由 C. A. R. Hoare 在 1962 年 提出 , 它 的 
基本 思想 是 : 通过 一 趟 排序 将 要 排序 的 数据 分 割 成 独立 的 两 部 分 ， 其 中 一 部 分 的 所 有 数据 
都 比 另外 一 部 分 的 所 有 数据 都 要 小 ， OCT 
整个 排序 过 程 可 以 递归 进行 ， 以 此 达到 整个 数据 变 成 有 序 序列 

而 快速 排序 的 问题 描述 :对 给 定 的 n 个 记录 4[p: 








问题 分 析 : 基于 分 治 法 设计 的 思想 ， 从 待 排 序 记 和 
个 记录 ) 为 枢 轴 ， 其 关键 字 设 为 K ， 然 后 将 其 余 关 键 字 小 于 K, 的 记录 移动 到 前 面 ， 而 将 关 
键 字 大 于 K, 的 记录 移动 到 后 面 , 结果 将 待 排 : 列 分 成 两 个 子 表 , 最 后 将 关键 字 K, 的 
记录 插 到 其 分 界线 的 位 置 处 。 ot 有 一 趟 快速 排序 。 

通过 一 次 划分 后 ， 就 以 关键 字 为 为 界 ， 将 待 排序 记录 序列 分 成 两 个 子 表 : 前 
面子 表 中 所 有 记录 的 关键 字 均 不 We 关键 字 均 不 小 于 天 。 对 分 钊 
原 的 于 家 维和 上 太原 则 进 和 和 好、 各 到了 的 和 和 几 为 上 此 时 待 排序 记录 就 变 
成 了 一 个 有 序 表 。 具 体 的 排序 过 程 如 下 : 

@ 划分 : 将 记录 4[ 汀 ] 划分 成 3 段 : 4 Pg 4[q] 和 4[(g+D:7]( 其 中 之 一 可 
能 为 空 )， 满 是 数 级 他:(4 - 四 中 的 每 人 pp ee 
大 于 等 于 4[gq 

@ 解决 : 递归 调用 快速 排序 算法 ， 对 两 个 子 记录 4p:(9-D] 和 4[(g+D:7] 进 行 排序 ， 

@ 合并 ， 由 于 子 记录 中 元 素 已 被 排序 ， 无 需 合并 操作 ， 整 个 记录 4[p:r] 有 序 。 

在 该 排序 过 程 中 ， 记 录 的 比较 和 交换 是 从 两 端 向 中 间 进 行 的 ， 关 键 字 较 大 的 记录 一 次 
就 能 交换 到 后 面 单元 ， 关 键 字 较 小 的 记录 一 次 就 能 交换 到 前 面 单元 ， 记 录 每 次 移动 的 距离 
较 大 ， 因 而 总 的 比较 和 移动 次 数 较 少 。 

根据 上 述 思想 设计 的 算法 如 下 : 


























void quickSort (int a[]，int p, int r){ 
if (p<r){ 
int q = Partition(a, p, r); 
quicksort (a, p, q-1); // 对 左 半 段 排序 
quickSort (a, qtl, r); // 对 右 半 段 排序 


} 

.E 

int partition(int a[]，int p, int r){ 
nt py 二 = x 
int x = arp]; 


while (i<j){ // 将 小 于 x 的 元 素 交 换 到 左边 ， 将 大 于 x 的 元 素 交 换 到 右边 


PB 


while(a[j]> = xg&i<j)j--; 
a[li] = a[lj]; 
while(a[il< = X&&i<j) I++7 
a[j] = a[li] ; 


lL) = x 
return i; 





} 


其 中 ， 当 i 和 j 相遇 时 ，a[i]( 或 a 四 ) 相 当 于 空 单元 ， 且 a 中] 左边 所 有 记录 的 关键 字 均 不 
大 于 基准 记录 的 关键 字 ， 而 a 四 右边 所 有 记录 的 关键 字 均 不 小 于 基准 记录 的 关键 字 。 最 后 
将 基准 记录 移 至 a 四] 中 ， 就 完成 了 一 次 划分 过 程 。 

图 2.12 给 出 了 一 次 划分 过 程 的 实例 ， 其 是 对 关键 字 值 为 (45, 33, 68, 95, 78, 13, 26, 45) 
的 记录 序列 进行 一 趟 快速 排序 。 


初始 关键 字 序列 45、 33 68 a 26 | 45 
high 向 前 搜索 本 | SS | 


第 一 次 交换 后 26 33 68 78 3 4 


a 
low 向 后 搜索 2 f 9 7 5 
2 bi 
第 二 次 交换 后 和 36 3 , 78 1 68 45 





y 冯 high 
Pe 节 纪 
第 三 次 26 33 “从 95 78 68 45 
4 9 
low higl 
第 四 次 交换 后 26 33 13 78 95 68 45 


j 向 前 扫描 26 33 13| 4 | 7 9 68 4 


dl 
完成 一 越 排序 {26 33 13} 45 {78 95 68 45} 
再 次 快速 排序 {13} 26 {33} 45 {45 68} 78 {95} 
结束 结束 45 {68} 结束 
结束 
有 序 序列 {13 26 33 45 45 68 78 95 


图 2.12 ”快速 排序 过 程 示 意图 


So 递归 与 分 治 策略 
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(1) 快速 排序 最 坏 情况 分 析 

当 划 分 过 程 产生 的 两 个 子 问题 规模 分 别 为 -1 和 1 时 ， 快 速 排序 出 现 最 坏 的 情况 。 划 
分 的 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 假 设 每 次 递归 调用 时 产生 这 种 不 平衡 的 情况 。 

名 列 出 该 算法 最 坏 情况 下 的 递归 方程 ， 即 








TD= | nl1 
T(n-D+cn n>l1 
@ 求解 递归 方程 
当 n>1 时 ， 有 
T(n)=T(n—2)+c(n—l)+en 
=c(l+2+:…+(n—1)+n) p 
=c(m +)/2 /人 


=0(n) < 
即 在 最 坏 情况 下 ， 该 算法 的 时 间 复杂 度 为 Oom)。 ， 将- 
加 证 明 避 是 递归 方程 的 解 


当 n=1 时 T(1)= 1。 假 设 当 n=k 时 ， i 当 n=k+1 时 ， 有 
T(k+1)=T(k) 
ri 


ee +2k+1+k+)) 
人 入 =c[(K+1):+ wo 
X 一 =O(Ukt+D2) 以 一 

即 (kt 是 递归 方程 的 解 。 所 以 ， 忆 是 递 

因此 ， i 志 最 坏 博 况 下 的 运行 时 间 杀 比 骨 泡 排序 的 运行 时 间 好 ， 而 最 坏 情况 是 在 
输入 已 经 完全 有 序 [ 升 序 ) 时 出 现 的 。 

(2) 快速 排序 最 好 情况 分 析 

在 大 多 数 均匀 划分 的 情况 下 ，PARTITION 产生 两 个 规模 为 w/2 的 子 问题 ， 以 下 对 该 情 
况 下 的 算法 进行 分 析 。 

@ 列 出 递归 方程 ， 即 : 


nl 
T(n)= 
ee n>1 


@ 求解 递归 方程 ， 即 : 
T(n)=2T(n/2)+en 
=2T(n/2)+cen 
=2(2T(n/2°)+c(n/2) +en 
=227(z/22)+2cn 


=2T(n/2°)+ ken 
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一 
设 n=2， 则 有 7T(n)=n+nlogyn=0O(nlogyn) 。 直 接 利用 2.1.3 节 中 的 推论 ， 也 可 得 到 
该 递归 方程 的 解 为 T(n)=O(nlogn) .也 可 以 通过 2.1.3 节 中 的 大 师 解 法 进行 递归 方程 求解 ， 
递归 方程 符合 大 师 解 法 的 第 2 种 情形 ， 即 a=2，b=2，n™* = 0(n) = f(n) ， 可 知 该 递归 方 
程 的 解 为 T(n) = O(nlog,n) 。 
@ 证 明 nlog,n 是 递归 方程 的 解 。 
当 n=1，7T()=1+1:log,1=1。 假设 n=m 时 ，T(m)=m+mlog, m=0O(mlog,m) 成 立 ， 
则 当 n>m 时 ， 不妨 n=2"， 有 
=27T(2"™')+c2" 
=2(2""! +c2"! log,” )+c2” 
=2"” +c(m—1):2" +c2" 
=2" +cm-:2” , 伦 
=2" +c2" log, 2” KK 
=0(2" log, 2") (AS] 
所 以 ，nlog,n 为 递归 方程 的 解 。 
上 述 递 归 算 法 分 析 结 果 表 明 ， 如 果 划 分 en 同 规 模 的 问 
题 ， 则 得 快速 排序 算法 的 最 佳 情况 。 ， 区 


2.2.6 ”大 整数 乘法 RS 


N 
设 有 两 个 位 二 进 制 数 关 和 访 a 。 我 们 知道 ， 两 个 位 二 进 
制 整数 相 乘 ， 两 个 数 中 每 位 数 都 做 乘法 运算 ， 因 此 ， 按 照 一 般 方 





法 计算 这 两 个 数 乘法 所 算法 复杂 度 是 ou。 
现 采 分 治 思 相 i 行 处 理 降低 算法 。 人 进 制 数 久 、Y， 位 玫 公 1 X 与 Y 


进行 如 图 2. 的 分 下 广 法 ， 则 X=4| 及 4x 基 +8，Y=CID=Cx 基 +D。 其 中 
B8、C、DD 均 为 /2 位 ， 则 有 


XxY=(Ax2: +B)(Cx2 +D) 

















=sACX2 +(AD+ BC)2? +BD 
|e el 
m2 位 m2 位 /2 位 m12 位 
图 2.13 ”大 整数 的 分 段 
Q@ 列 出 上 述 过 程 的 递归 方程 ， 





n=1 
= Soa n>1 
@ 求解 递归 方程 
当 m>1 时， 有 


和 第 己 章 ”递归 与 分 治 策略 
TCD =4(4T(n/2°)+c(n/2)+en 
= 和 TUz/122)+2cz+cm 
a 
=4T(n/2°)+ en? ,2 
i=0 


kl 
设 n= 2， 则 k=logyn。 T(m)=4%" +en) 2 = +en(2 -1l)=n +en(n—l)= 
i=0 


(c+ Dn 一 cn 
即 T(n)= O(n ) 。 
图 证 明 妇 是 该 递归 方程 的 解 
当 n=1 时 ，7T()=1。 假 设 n=m 时， < ， 则 当 n>m， 不 妨 


n=2"， 有 S 
T(m) =4T(2"™) + cx2" 洽 


=4((c+Dx2” 人 十 Cx2” 
Dx mt +cx2" 
=(c+]) Je 


从 而 ， nie E> 六 | 


在 该 算法 中 ， 了 了 4 次 m/2 位 的 法， 但 根据 算法 分 析 结 果 可 知 ， 
并 没有 改进 算法 的 时 间 复 杂 度 仍 为 .OO 

该 算法 性 能 要 减少 乘法 算 i 可 以 通过 以 下 方式 进行 : 

先 计算 -IB)(D-O), V=A4C, WE=BD，, 则 


Z=AF = UV HW)X2 + 
那么 ， 在 计算 过 程 中 ， 一 共 进 行 了 3 次 n/2 位 的 乘法 运算 ，6 次 加 减法 和 2 次 移 位。 
按 上 述 改进 ， 得 到 大 整数 乘法 的 伪 代 码 如 下 : 
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@ 列 出 算法 的 递归 方程 


vel 
TO 人 n>1 
@ 求解 递归 方程 
当 7P1 时 ， 设 2=2k， 则 人 =logzz。 则 论 
T(n) =3T(n/2)+en SK 
=3G7(E)+ e+en 将 - 
=3 "Ee 


六 i -i" 
六 ed 


= +4 en -3cn 
3 _ 
=O(n"™ ) 
=0O(n'”) 
即 T(n)= O(n ) 。 

也 可 以 通过 2.1.3 节 中 的 大 师 解法 求解 该 递归 过 程 。 根 据 定理 1， 该 递归 方程 中 4a=3， 
b=2，/(n)=0O(n)， 因 为 /(n)=0(n)=O(nw 下 )=O(n"* 下 )， 满 足 大 师 解法 中 的 第 (1) 中 
情况 。 结 果 表 明 ， 我 们 通过 降低 计算 过 程 中 的 乘法 运算 的 次 数 ， 降 低 了 该 算法 的 复杂 度 ， 
使 其 更 优 。 

图 证 明 上 述 求解 过 程 

当 n=1 时 ，7T()=1。 假设 n=m 时 ，7T(m)=0O(m"; ) 成 立 ， 则 当 n>m 时， 不 妨 设 
is2 省 


@y 


Ce 递归 与 分 治 策略 
©O . | 


T(n) =T(2")=37(2" /2)+ cx2" 
=37(2“-0)+cx2" 





4 m \logs” 3 而 
=(+302 )m -2° ) 
=0((2")") 
从 而 T(n)= O(n"*;) 得 证 。 
例如 ， 和 = 3141，7= 5927， 要 求 计算 全 x 了 。 由 上 述 分 析 可 知 ，4=31,B=41,C=59， 


D=27， 则 有 
U=(31+4Dx(59+27)=72x86=6192 


V=31x59=1829 KR 

W=4lx27=1107 NN 

Z =1829x10' +(6129-1829-1107)x Wh 7 =18616707 
2.2.7 ”矩阵 乘法 NS 


设计 一 个 乘法 算法 ， 完成 矩阵 运算 其 中 ，4 、B 为 nxn 和 矩阵 。 我 们 知道 ， 
ty a 根据 矩阵 乘法 





的 定义 ，4 和 妇 的 乘积 矩阵 C 
2 光 仿 Ls = AB 关 


根据 该 规则 ， 两 个 ， 阶 矩阵 相 乘 时 ， 法 需要 完成 3 重 次 数 为 ”的 循环 ， 算 法 的 时 间 
复杂 度 O(n) a 进 。 
不 纺 疫 从 六 则 C = AxB 可 划分 为 如 下 形式 : 


局 和 -| | 
CC 4 4, |B, B,, 
C1= 4B+ AB 
C= A1Bis + 4,B,, 
Ca = B+4,B, 
C= 41B, + 4,B,, 
当 n=2 时 ， 直 接 求 多 、B, 和 C, 。 当 n>2 时 ， 求 子 阵 乘积 ， 要 做 8 个 /2 子 阵 相 乘 ， 
4 个 m2 子 阵 相 加 ， 后 者 的 时 间 复杂 度 为 O(n?) 。 


@ 列 出 以 上 分 治 方法 的 递归 方程 
L n=2 


即 


yi = 
wy) 87(9) Fon n>2 


$B 
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@ 求解 决 递归 方程 
TCD = 87O) 二 cm 
870) +en? 
=8(8T(n/4)+an’ /4)+cn 
=8:T(n/4)+2cn’ +cn: 


2 
=87(n/2)+ +3 
令 n=2*， 则 k=log,"， 则 有 


2 
TCD = gs" + 天 


AS 
=1ioge 十 2 A ed 


= 用 < ) )en? + 3cn 
J dn )en :2 


村 {En +4cm2 —4cn *™ 
,A =0() 
根据 2.1.3 节 的 大师 解法 ， a 归 方 程 的 解 。 该 递归 方程 符合 第 一 种 情 


形 ， RA ne )=0(m)。 
@ 证 明太 是 递归 方程 的 解 


当 n=2 时 , TCD= 1 假设 当 n=k 时 成 立 , 及 是 该 方程 的 解 , 即 7(k)=O( 刀 )。 当 n>k， 
不 妨 设 n=2*，k=log,"， 则 有 
SO 








=(2: 和 G2 
2 
c2*% 
=(2:j + 二 一 te 
=2% +4c.24 4c.2 
=0((2)) 


从 而 ,证 明了 wr 是 该 方程 的 解 。 

通过 上 述 分 析 ， 可 见 直 接 的 分 治 策略 并 没有 降低 矩阵 乘法 的 计算 复杂 度 。1969 年 ， 
Strassen 经 过 对 问题 的 分 析 , 提出 了 一 种 新 的 算法 来 计算 二 阶 方 阵 的 乘积 。 这 种 新 算法 只 用 
了 七 次 乘法 运算 ， 但 增加 了 加 、 减 法 的 运算 次 数 。 使 得 整个 矩阵 乘法 的 运算 效率 大 为 提升 ， 


被 称 为 Strassen 矩阵 乘法 。 算 法 中 的 7 次 乘法 如 下 : 
M=4(B', —B,) 
M, =(4 + 4,)B,, 
M;=(4 +4,)B 
M, = 4,(B,, — Bi) 
Ms=(41+4,)(B +B,,) 
Me =(4,—4,)(B, +B,) 
M =(4 — 4)(B +B,) 

完成 了 这 7 次 乘法 后 ， 再 进行 5 次 加 法 ，3 次 减法 运算 就 可 以 得 到 结果 和 矩阵 C: 


C= Ms+M,—M,+Ms A 
从 







Co = M+M, KK 
C=M;+M, «\ 
C»y=M;+M— 


采用 这 样 的 分 治 降 阶 策略 ， 只 需 完成 7 次 运算 、8 次 n/2 子 阵 的 加 、 减 法 


运算 


和光 法 解 并 了 相当 问题 的 人 代码 反 亡 民 7 








算法 设计 、 分 析 与 应 用 教程 


Eee 





人 S es Ws 





Q@ 列 出 算法 递归 方程 


1, n=2 
T(n)= ; 
7T(n/2)+cn’, n>2 





@ 求解 递归 方程 
设 n=2*， 有 k=log,n， 则 有 
T(2) =77(2") + en 


=7T(2"?)+ Tor + cn 

=PBT(2)+ CD cn 十 Dom + or 4 人 

-7TO)+ICO + DT + A Nu 
?让 


=cn (1+7/4+(7/4) We #7 


or 0 


i 








| 名 = 二 
No) VX 


< -oo 半 
上 2. RA 1 种 情形 ， 得 到 该 递归 方程 的 解 
T(n) = O(n )= On) 
图 证 明 妇 ”是 递归 方程 的 解 
设 2=2 时 ， 有 TD= 1。 假 设 当 n=k 时 成 立 ，k*" 是 该 方程 的 解 ， 即 T(k) = O(k*™)。 
当 n>k 时 ， 不 妨 设 n=2* ，k=log,n， 则 有 
T(2:)=7T(2%) + em? 











用 





16c 1 nw _4 KY)2 
三 二 = 
i 7 ) 3° ) 


=0((2)"™ ) 
eh O((2 Di) 
从 而 证 明了 ww 是 递归 方程 的 解 。 
通过 对 上 述 递归 方程 的 求解 ， 在 分 治 策略 的 基础 上 ， 通 过 数学 技巧 ， 使 算法 的 计算 复 
杂 度 从 OUP) 降 到 了 O(n**™) 。 算 法 效率 有 了 大 的 提升 ”。 





@@ 在 Strassen 之 后 又 有 许多 算法 改进 了 和 矩阵 乘法 的 计算 时 间 复 杂 性 ,目前 最 好 的 计算 时 间 上 界 是 O(n")。 


Os 己 章 ”递归 与 分 治 策略 
O 一 


2.3 ACM 经 典 问 题解 析 


2.3.1 蜂窝 问题 (难度 : 友 六 六 六 交 ) 
1. 题目 描述 
一 只 蜜蜂 生活 在 如 图 2.14 所 示 的 六 角形 蜂窝 城 里 ， 现 在 她 在 里 边 散步 。 假 设 每 一 步 它 
只 能 向 右 走 ( 包 括 走 入 右上 角 的 格子 或 右 下 角 的 格子 )。 如果 它 一 开始 在 格子 a, 那么 走 到 格 
子 b 共 有 多 少 种 走 法 ? 














图 2.14 六 NN 


输入 格式 - :SY 
第 一 行 有 一 个 整数 m， se 据 。 然后 是 m 行 ， 每 行 输入 2 个 整数 a 和 
b， 其 中 1<a<b<50。 NS 
输出 格式 WX、 2 
对 于 每 组 测试 雪 据 ， 输 四 字 个 整数 ， 表 示 有 多 少 种 走 法 ”每 个 回答 证 独立 的 一 行 。 
pi %el 

输入 样 例 Ns > Ve 

| ce 

12 AAA” 到- 


36NY | 





2. 题目 4 分 析 

本 题 题 意 是 从 格子 a 走 到 格子 b 共有 多 少 种 走 法 ， 因 为 只 能 往 右 走 ， 所 以 走 法 种 数 实 
际 上 就 相对 于 从 格子 1 走 到 格子 ba 的 走 法 种 数 。 为 了 简化 描述 ， 我 们 把 b-a 记 做 n， 很 
显然 , 到 格子 n 有 2 种 走 法 (假设 n= 12)， 即 从 格子 n-1 往 右 下 进入 格子 n 或 从 格子 n 了 2 往 
右 进 入 格子 n。 

于 是 我 们 得 出 结论 : 从 格子 1 到 格子 n 的 走 法 种 数 为 格子 1 到 格子 n-1 的 走 法 种 数 + 
格子 1 到 格子 n-2 的 走 法 种 数 。 再 结合 初始 条 件 ， 我 们 得 出 如 下 的 递归 式 ; 
7 = 0,1 
F(n-D)+F(n—2) n>1 
得 出 递归 式 后 ， 我 们 可 以 采用 前 面 讲 过 的 求解 斐 波 那 契 数 列 的 方法 求解 。 
考虑 到 ACM 题目 一 般 有 大 量 的 测试 数据 ， 对 时 间 的 要 求 非常 高 ， 我 们 建立 一 个 数组 ， 


$B 





F(n)= | 
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在 事先 将 所 有 的 情况 求解 出 来 保存 到 数组 中 ， 在 需要 的 时 候 直接 读 取 ， 省 去 了 大 量 的 重复 
计算 。 为 了 更 有 效 地 计算 ， 采 用 递 推 求 解 ， 可 以 提高 速度 数 十 倍 甚至 数 百倍 。 


3， 问 题 实现 






根据 递 推 式 先 求 出 所 有 可 能 需要 计算 的 走 法 种 数 ， 也 可 采用 递归 方式 求解 。 通 过 上 述 
程序 我 们 知道 ， 影 响 程序 复杂 度 的 主要 是 一 个 for 循环 ， 所 以 其 时 间 复杂 度 为 O(n)。 


2.3.2 Humble Numbers( 难 度 : 友 克 六 六 六 ) 


1. 题目 描述 


一 个 数 如 果 它 的 质 因 子 只 有 2、3、5 或 7， 那么 我 们 称 这 个 数 为 丑 数 (humble number)。 
现 定义 丑 数 序列 将 丑 数 从 小 到 大 排列 ,其 中 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21， 
24, 25, 27 是 前 20 个 丑 数 ， 现 要 求 编程 找 出 丑 数 序列 中 第 n 个 导数 。 

输入 格式 

多 组 测试 数据 ， 每 组 输入 一 个 整数 n(1 夺 n 夺 5842)， 当 输入 n=0 时 表示 结束 。 

输出 格式 


Qr 


第 己 章 递归 与 分 治 策略 


对 于 输入 的 每 个 整数 n， 


The nth humble number is <number>. 








输出 丑 数 序 列 中 的 第 nn 个 丑 数 ， 格 式 如 下 : 


其 中 , 后 级 也 根据 数 n 以 英文 习惯 变换 为 st、nd、rd 或 th,， <number> 是 求 出 来 的 丑 数 。 


对 应 的 格式 样 例 和 输出 样 例如 下 所 示 : 
















































































输入 样 例 输出 样 例 
1 The 1st humble number is 1. 
2 The 2nd humble number is 2. 
3 The 3rd humble number is 3. 
4 The 4th humble number is 4. 
11 The 11th humble number is 12. 
12 The 12th humble number is 14. 
13 The 13th humble number is 15. 
21 The 21st humble number is 28. 下 三 
22 The 22nd humble number is 30. 六 
23 The 23rd humble number is 321 
100 The 100th humble numberis 450% 
1000 The 1000th humble number is 385875. 
5842 The 5842nd iumbie number is 2000000000. 一 入 > 
0 Stop AT 
2. 题目 分 析 > 
每 个 数 都 可 以 分 解 成 有 限 个 2、3、5 7 7 我 们 可 以 采取 穷 举 的 方法 来 求解 ， 并 
采取 一 定 的 技巧 进行 排列 ， 但 如 此 做 的 计算 复杂 程度 难以 想象 。 
我 们 假设 一 个 因数 集合 为 4， 其 元 素 为 给 出 的 种 子 元 素 {2, 3, 5, 7}; 首先 我 们 从 种 子 元 
素 中 取得 最 小 的 2, 其 与 自己 相 乘 得 到 4, 插入 这 个 集合 为 {2, 3, 4, 5, 7}, 下 面 我 们 计算 2x3， 
得 到 为 6,6 也 插入 这 个 集合 {2, 3, 4, 5, 6, 7}, 接 下 来 的 2x4 为 8, 同 理 插 入 {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}; 
而 2x5 则 比 3x3 要 大 , 因此 现在 换 成 3 来 开始 乘 , 3x3 =9, 插入 集合 ; 3x4 = 12 大 于 了 2x5， 
因此 ， 又 换 成 2x5 开始 计算 。 
以 上 我 们 已 经 介绍 了 这 个 算法 的 大 概 原理 ， 可 能 有 人 会 说 ， 会 不 会 造成 数据 的 遗漏 ， 
不 会 的 ， 因 为 我 们 是 对 每 个 因数 做 了 乘积 。 但 如 此 计算 我 们 不 好 控制 计算 出 来 的 数 的 大 小 ， 
为 此 ， 我 们 这 里 加 入 了 适当 的 动态 规划 的 思 想 ， 动 态 规划 的 详细 介绍 见 后 面 的 章节 。 
我 们 用 数组 了 [ ] 来 保存 刁 数 序列 ， 其 中 : 
Qa 表示 /[ ] 数 组 中 下 标 为 a 的 数 乘 以 2 可 能 得 到 当前 的 了 []， 若 是 则 a++; 
@ b 表 示 f[] 数 组 中 下 标 为 b 的 数 乘 以 3 可 能 得 到 当前 的 和， 若是 则 b++; 
@c 表 示 /[ ] 数 组 中 下 标 为 b 的 数 乘 以 5 可 能 得 到 当前 的 7 若是 则 c++; 
图 d 表 示 /[] 数 组 中 下 标 为 b 的 数 乘 以 7 可 能 得 到 当前 的 /， 若 是 则 dt+。 














动态 规划 方程 为 dp =f 上 四 = min(f [a]*2, min( f [2b]*3, min(f[c]*5, 7[d]*7)))， 找到 





里 用 


比 fi-1] 大 且 最 小 的 数 ,在 这 旦 








到 了 滚动 查找 ; 通过 








过 滚动 查找 , 依次 找 出 丑 数 序列 中 的 数 。 





OO 
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3， 问题 实 现 





> | pa 
es 影响 程序 复杂 度 的 主要 是 一 个 for 循环 和 一 个 while 循环 ,所 


以 其 时 间 复 门 。 本 
2.3.3 ”Copying Books( 难 度 : 交友 交 六 六 ) 

1. 题目 描述 

假设 有 m 本 书 (编号 为 1,2,…,m )， 想 将 每 本 复制 一 份 ，m 本 书 的 页 数 可 能 不 同 (分 别 是 
P,P,…, PP,)。 现 将 这 m 本 书 分 给 个 抄写 员 (k 三 m)， 每 本 书 只 能 分 配给 一 个 抄写 员 进 行 
复制 ， 而 每 个 抄写 员 所 分 配 到 的 书 必须 是 连续 顺序 的 。 

意思 是 说 ， 存 在 一 个 连续 升序 数列 0=b,<b 二 b,<…<b_,<b, =m， 这 样 , 第 i 号 抄写 
员 得 到 的 书稿 是 从 b_, +1 到 第 &b 本 书 。 复 制 工作 是 同时 开始 进行 的 ， 并 且 每 个 抄写 员 复 制 
的 速度 都 是 一 样 的 。 所 以 ， 复 制 完 所 有 书稿 所 需 时 间 取决 于 分 配 得 到 最 多 工作 的 那个 抄写 
员 的 复制 时 间 。 

试 找 一 个 最 优 分 配方 案 , 使 分 配给 每 一 个 抄写 员 的 页 数 的 最 大 值 尽 可 能 小 (如 存在 多 个 
最 优 方案 ， 只 输出 其 中 一 种 )。 


输入 格式 


第 一 行 输入 一 个 整数 4 表示 有 n 组 测试 数据 。 随 后 是 组 测试 数据 。 


人 递归 与 分 治 策略 
(9 -一 “ee 


每 组 测试 数据 分 2 行 。 第 一 行 是 2 个 整数 m 与 (1 三 二 m 夺 500))。 第 二 行 是 m 个 
整数 分 别 是 P,P,…,P,。 
输出 格式 
对 于 每 组 测试 数据 输出 一 行 ， 内 容 为 使 单个 抄写 员 抄 写 尽 可 能 少 的 方案 ， 每 个 抄写 员 
抄写 的 书 之 间 用 符号 “/” 隔 开 。 
输入 样 例 
2 
93 
100 200 300 400 500 600 700 800 900 
54 r 
100 100 100 100 100 从 
输出 样 例 全 
100 200 300 400 500 / 600 700 / 800 900 xf- 
100/100/100/100 100 


2， 题目 分 析 ESS 


本 题 可 以 采用 动态 规划 求解， RG 利用 二 分 + 贪心 ,需要 注意 
的 几 个 地 方 如 下 。 

贪心 : 题目 要 求 划分 的 区 间 Sa Am 心 ， 若 当前 
和 大 于 二 分 枚 举 值 (naxs)， 则 区 间 数 +1。 sm 

(1) 如 果 book[i]>maxs 返回 false; 

(2) 5 只 要 是 需要 的 区 个 数 三 m， Wy wp 

当 二 分 结束 后 ,| 有 - 

(1) 再 执行 一 次 judge 过 程 ， ed lise 中 记录 书稿 是 否 已 经 分 配 ; 

(2) 从 小 到 大 ， 将 区 间 个 数 补足 几 个 。 

若 用 动态 规划 求解 ， 其 具体 思路 如 下 : 

设 如 已 中 表示 前 了 个 人 复制 前 本 书 所 需要 的 最 少时 间 ， 有 状态 转移 方程 
dp[i,j]=min( dp[i, j],max(dply,j—1],sum[v+1,i])) 。 其 中 , 1<i<m, 1< jk, j-1< 
vi-1，sum[v+1, 媳 表示 第 v+1 本 书 到 第 i 本 书 的 页 数 之 和 。 

以 下 代码 是 采用 二 分 + 贪心 来 实现 的 , 利用 动态 规划 求解 的 程序 留 给 大 家 练习 ,这 里 就 
不 列 出 了 。 


3， 问题 实 现 











员 





间 



































#include <cstdio> 
#include <cstring> 
typedef _int64 llong; 
const int MAXN = 510; 
llong book[MAXN]; 
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AAA 
根据 二 分 查找 的 特点 ， tt A 卫 放 为 Oolaen)， 
2.3.4 Fractal( 难 度 : 六 ) wr 


SS 
1. 题目 人 效 > 
分 形 (Frac 二 各自 相关 的 国 形 。 当然 它 不 需要 在 所 有 尺度 上 表现 出 完全 相同 的 结 
构 ， 但 同样 的 “型 ”的 结构 必须 出 现在 所 有 尺度 上 。 比 如 盒子 分 形 的 定义 如 下 。 
(1) 维度 为 1 的 盒子 分 形 ， 简 单 如 图 2.15 所 示 。 





Xx 
图 2.15 1 维 盒子 分 形 


(2) 维度 为 2 的 盒子 分 形 如 图 2.16 所 示 。 如 果 用 B(n-1) 表 示 n-1 维度 的 分 形 ， 那 么 可 
以 表示 成 图 2.17 所 示 。 我 们 的 任务 就 是 画 出 n 维度 的 分 形 图 。 


XX 


Bln-1) Bn-1) 
x Bo-D 
XX Bo-D Bo-D 
图 2.16 2 维 盒子 分 形 图 2.17 mn-1 维 盒子 分 形 


哆 
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输入 格式 
多 组 测试 数据 ， 每 组 输入 一 个 不 大 于 7 的 正 整 数 。 输 入 -1 表示 结束 。 
输出 格式 
对 于 每 组 输入 输出 分 形 图 ， 在 每 个 分 形 图 之 后 输出 符号 “-”， 如 图 2.18 所 示 。 
输入 样 例 

i 

2 

3 

这 
输出 样 例 

X 


本 题 的 思路 是 采用 递归 的 思想 。 依 次 得 到 左上 侧 规模 为 2 -1 的 盒子 分 形 、 右 上 侧 规模 
为 2 -1 的 盒子 分 形 、 中 部 规模 为 -1 的 盒子 分 形 、 左 下 侧 规模 为 -1 的 盒子 分 形 及 右 下 侧 
规模 为 上 -1 的 盒子 分 形 ， 直 到 规模 为 1 的 盒子 分 形 。 


3， 问 题 实现 





第 己 章 ”递归 与 分 治 策略 


通过 本 程序 我 们 知道 ， 两 个 for 循环 嵌 套 、while 和 for 循环 柑 套 是 影响 本 程序 复杂 度 


主要 因素 。 不 难看 出 ， 其 时 间 复 杂 度 为 O0D)。 


PB 
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2.3.5 TOYS( 难 度 : 友 友 交 广 六 ) 
1. 题目 描述 


将 m 个 玩具 扔 进 一 个 从 左 到 右 分 成 个 块 的 箱子 中 ( 详 见 图 2.19)， 问 每 个 分 块 里 有 多 
少 个 玩具 (箱子 的 左上 角 华 标 为 ( x,y )， 箱子 右 下 角 坐 标 为 ( 旋 ,y,)， 中 间 n 条 分 阳 栏 的 上 华 
标的 横 坐标 为 [中 ， 下 坐标 的 模 华 标 为 [i])。 


MAAAIN 


图 2.19 分 成 hn 个 块 的 箱子 




















输入 格式 A 
一 组 或 多 组 测试 数据 ， 每 组 第 一 行 输入 6 + nm x Ps Ks ys (0<n, 
灵 受 5000) 。 然 后 是 n 行 ， en vee 后 是 m 行 , 每 行 2 个 整数 x 和 y， 
代表 第 j 个 玩具 在 盒子 中 的 位 置 。 输 入 0 表示 
输出 格式 
Sin 每 个 箱子 占 一 行 ， 先 输出 箱子 号 ， 然 后 
是 一 个 冒号 和 空格 ， 后 面 跟 1 个 这 个 箱子 里 的 玩具 数 。 箱 子 编号 从 0 开始 ， 从 左 
到 右 依次 增 大 。 ee 一 让 全。 x 
输入 样 例 ”MA XT 
56010600 ~ we 
31 < 人 ~ > 
i | 
4 
68 / 
10 10 
1530 
15 
21 
28 
4010 
79 
4100101000 
2020 
40 40 
60 60 
80 80 
5 10 


生 第 己 章 递归 与 分 治 策略 





0:2 


: Nt 
NS 
~ 


0:2 ~ 


A ey 


拍 册 本 cK 


42XAy 
2. 题目 
本 题 实际 上 是 判断 点 落 在 哪个 区 域 ， 每 个 箱子 是 一 个 区 域 。 设 直线 方程 y=kxx+b， 
点 为 P(w, p60): 


(1) 当 大 不 存在 (这 里 我 将 它 的 值 设 为 0) 只 要 在 直线 的 左边 既 满足 ; 
(2) 当 上 <0 时 ， 点 书 落 在 直线 左边 的 条 件 是 加 < 上 xx +p; 
(3) 当 丰 >0 时 ， 点 尸 落 在 直线 的 左边 的 条 件 是 m > 大 xxo+D。 


3， 问 题 实现 
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通过 本 程序 我 们 知道 ， 两 个 for 循环 嵌 套 是 影响 本 程序 复杂 度 主 要 因素 。 不 难看 出 ， 
其 时 间 复 杂 度 为 O0D)。 


2.3.6 ”Cable master( 难 度 : 克 克 六 六 六) 

1. 题目 描述 

给 你 4 条 电缆 ， 施 工时 需要 k 段 等 长 的 电缆， 如 何 把 它们 切 成 等 长 的 段 (每 段 长 都 是 
len) 使 len 最 大 。 

输入 格式 


每 组 第 一 行 输入 2 个 整数 n 和 记 ， 其 中 与 均 是 1 到 10000 之 间 的 数 。 然 后 是 n 行 ， 
每 行 1 个 数 表示 每 条 绳子 的 长 度 ， 所 有 长 度 是 1 米 到 100 米 之 间 的 数 ， 要 求 精确 到 厘米 。 


@y 


输出 格式 


对 于 每 组 输入 输出 能 切 的 最 长 长 度 (精确 到 米 )， 输 出 时 保留 2 位 小 数 ， 如 果 不 能 做 到 
则 输出 0.00。 
输入 样 例 
411 
8.02 
7.43 
4.57 
5.39 
输出 样 例 
2.00 


2. 题目 分 析 

该 题 是 明显 的 二 分 查找 ， 不 详细 分 析 了 。 bs > 下 问题 : 

(1) 用 double 会 有 精度 问题 ， 使 用 a int64 比较 方便 ， 

(2) 用 整数 写 二 分 有 可 能 会 卡 住 ， 和 1， 即 最 大 值 与 最 小 值 之 差 是 1 的 


情况 。 人 


3， 问 题 实现 
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int main(){ 
Lit dr My 


int high = 


len[i] 
if (len[ 
} 
int mid; 





while(scanf ("%d%d", &n, &m) ! = EOF){ 


0, low = 0; 


for(i = 0;i<n;i+t+){ 


= getLen(); 
i]>high)high = len[i]; 


int ans = 0; 


while (low< 
mid =(1 

if (chec 
ans 

low 

} 
else { 


} 
} 


} 
return 0; 
} 


“SV 


No 


= high){ 
oOw+high) >>17 
k(mid, n, m){ 


= mid; 
= mid+1; NS 


high = mid-1; SS 
~ 
printf ("%d.%02d\n", al 0 nss100); 


<) 


ee Mr O(logn). 
2 和 
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本 章 对 递归 和 分 治 的 基本 思想 进行 了 介绍 ， 并 结合 实例 ， 对 递归 算法 的 设计 和 实现 过 
程 以 及 时 间 复 杂 度 分 析 的 三 种 主要 技术 : 替换 法 、 递 归 树 和 大 师 解 法 进行 了 较 详 细 的 说 明 。 


从 算法 的 设计 过 程 和 复杂 度 计算 两 个 方面 ， 对 采 


细 分 析 。 














分 治 法 进行 问题 求解 的 典型 实例 进行 详 


递归 算法 是 指 直接 或 间接 地 对 自身 进行 调用 的 算法 。 对 于 规模 较 大 ， 直 接 解 决 困难 其 
至 根本 无 法 直接 求解 的 问题 ， 往 往 采用 分 治 思想 进行 处 理 。 分 治 法 一 般 通过 分 解 、 解 决 、 
合并 3 个 步骤 进行 。 分 治 法 所 产生 的 子 问题 往往 是 原 问 题 的 较 小 模式 ， 并 且 与 原 问题 
型 相 一 致 ， 所 设计 的 算法 经 常 涉及 递归 技术 的 使 用 ， 递 归 与 分 治之 间 是 相辅相成 的 。 
通过 本 章 的 理念 基础 与 典型 实例 学 习 ， 深 刻 理 解 分 治 思想 ， 掌 握 递 归 分 治 技术 。 在 对 





一 些 规模 较 大 的 问题 求解 时 ， 反 复 使 用 分 治 法 ， 可 将 原 问 题 分 解 为 若 


问题 类 型 一 致 的 子 问题 。 








的 类 


F 个 规模 缩小 而 与 原 








当 子 问题 的 规模 缩小 到 一 定 程度 时 ， 就 可 以 很 容易 直接 求 出 其 





解 。 

















这 个 过 程 也 就 自然 形成 了 一 个 问题 求解 的 递归 过 程 。 分 治 与 递归 经 常 同时 应 用 于 算法 设计 
中 ， 并 由 此 产生 了 许多 高 效 的 算法 。 




















在 本 章 的 学 习 过 程 中 


Eo 








hh， 为 了 更 好 地 理解 递归 概念 与 递归 执行 过 程 ， 理 解 分 治 法 的 基本 


ee wpm 
©O 


思想 ， 掌 握 递 归 算 法 的 设计 与 实现 ， 我 们 给 出 了 ACM 几 个 经 典 问题 ， 例 如 蜂窝 问 题 、 刁 
数 问题 、 复 制 书本 问题 、 分 形 问 题 、 玩 家 分 箱 问题 、 电 缆 分 段 问 题 等 。 以 期 读者 能 活 学 活 
用 所 用 的 知识 。 








2.5 习 题 


. 解 递归 方程 7(m)=27(n 一 D+1。 

.设计 递归 算法 ， 计 算 两 个 非 负 整数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 。 

.证 明 Hanoi 塔 问题 的 递归 算法 与 非 递归 算法 实际 是 一 回 事 。 

4. 设 有 n=2* 个 运动 员 要 进行 网 球 循环 赛 。 | 


ww iD 一 


(1) 每 个 选手 必须 与 其 他 -1 个 选手 各 赛 一 次 

(02) 每 个 选手 一 天 只 能 参赛 一 次 。 

G) 循环 赛 在 41 天 内 结束 。 on a 1 列 的 一 个 
WD 其 中 ,1<i<n,1<j<n-1。 

5， 输 油管 道 问题 。 

问题 描述 ， 某 石油 公司 计划 建造 一 条 SS 该 管道 要 穿 过 一 个 有 ) 
3 油井 的 油田 。 从 每 口 油井 都 要 有 一 的 道 沿 最 短路 径 (或 南 或 北 ) 与 主管 道 相 连 。 如 
呆 给 定 口 油井 的 位 置 ， 即 它们 的 x 兴 标 (东西 向 ) 和 华 村 (南北 让)， 应 如 何 确定 主管 道 的 
最 优 位 置 ， 和 示 的 位 置 ?证 明 可 在 线性 时 间 
a > 
算法 设计 守 e 的 位 置 ， sn 到 主管 道 之 间 的 输油管 道 最 小 长 度 
总 和 。 ~ 

Oe 文件 的 第 1 行 是 油井 数 4，1< <10000。 
接 下 来 n 行 是 油井 的 位 置 ， 每 行 2 个 整数 x 和 y，-10000 志 x，y 三 10000。 

结果 输出 :程序 运行 结束 时 ， 将 计算 结果 输出 到 文件 outputtxt 中 。 文件 的 第 1 行 中 的 
数 是 油井 到 主管 道 之 间 的 输油管 道 最 小 长 度 总 和 。 









































输入 文件 示例 输出 文件 示例 

input.txt output.txt 

当 6 

1 洛 

多 过 

1 

F - 邓 

6 众 数 问题 。 


问题 描述 : 给 定 含有 n 个 元 素 的 多 重 集合 S$ ， 每 个 元 素 在 5 中 出 现 的 次 数 称 为 该 元 素 
的 重 数 。 多 重 集合 $ 中 重 数 最 大 的 元 素 称 为 众 数 。 例 如 5S = {1，2，2，2，3，5}， 多 重 集 
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合 5 的 众 数 是 2， 其 重 数 为 3。 在 一 个 由 元 素 组 成 的 表 中 ， 出 现 次 数 最 多 的 元 素 成 为 众 数 。 
试 写 一 个 寻找 众 数 的 算法 ， 并 分 析 其 计算 复杂 性 。 

算法 设计 : 对 于 这 个 问题 ， 比 较 容易 的 是 使 用 排序 的 算法 ， 对 元 素 表 进 行 排序 ， 然 后 
统计 元 素 出 现 的 个 数 ， 得 出 众 数 。 则 这 个 问题 的 平均 时 间 复 杂 度 取决 于 排序 算法 。 

数据 输入 : 对 于 n 个 分 布 在 m ~ m, 的 整数 元 素 ， 我 们 可 以 用 一 个 数组 来 索引 这 些 元 素 
出 现 的 个 数 。 这 样 的 话 ， 对 个 原始 数据 人 遍历， 然 后 再 遍历 计数 数组 ， 复杂 度 为 O(n+m )= 
O(n)。 显 然 ， 如 果 太 大 的 话 ， 对 空间 的 要 求 会 非常 大 。 文 件 的 第 1 行为 多 重 集 5 中 元 素 个 
数 n; 在 接 下 来 的 n 行 中 ， 每 行 有 一 个 自然 数 。 

结果 输出 : 输出 文件 有 2 行 ， 第 1 行 是 众 数 ， 每 2 行 是 重 数 。 

input.txt output.txt 
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7， 邮 局 选 址 问题 \ 
问题 描述 ， 在 一 个 按照 东西 问 划分 成 规整 绩 区 的 市 里， n 个 居民 点 散乱 地 
分 布 在 不 同 的 街区 中 。 用 x 坐标 表示 东西 向 ， 用 坐标 3 向 。 各 居民 点 的 位 置 可 以 





由 坐标 (wy) 表示。 街区 市 任意 2 点 (qi 和 ss) 之 间 的 距离 可 以 用 数值 
sol+ | 度 最 mi 使 4 个 居民 点 到 邮 
ne a 

算法 设计 : 个 居民 点 的 位 置 ， Re 

数据 输入 :/ ee 1 行 是 居民 点 数 n，1 夺 n 夺 10000 。 接 下 来 n 行 是 居民 点 的 
位 置 ， 每 行 2 个 整数 x 和 y，-10000 夸 x，y 三 10000。 

结果 输出 : 程序 运行 结束 时 ， 将 计算 结果 输出 。 第 1 行 中 的 数 是 n 个 居民 点 到 邮局 的 








距离 总 和 的 最 小 值 。 
样 例 输入 
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8. 整数 因子 分 解 问题 
问题 描述 大 于 1 的 正 整 数 可 以 分 解 为 : n =x xx xxx 
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例如 ， 当 n=12 时 ， 共 有 8 种 不 同 的 分 解 式 : 
12= 12; 
12= 6x2; 
12=4x3; 
12=3x4; 
12=3x2x2; 
12=2x6; 
12=2x3x2; 
12=2x2x3。 
算法 设计 : 对 于 给 定 的 正 整 数 n， 编 程 计算 n 共有 多 少 种 不 同 的 分 解 式 。 
数据 输入 : 输入 数据 第 一 行 有 1 个 正 整数 M1 和 入 200000 
结果 输出 : 将 计算 出 的 不 同 的 分 解 式 数 。 全: 
输入 文件 示例 出 文件 示例 
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1983 年 3 月 ， 里 根 政府 提出 发 展 导 弹 防御 武器 系统 的 “战略 防御 倡议 ”(SDD， 要 求 
20 世纪 末 之 前 ， 在 空间 或 地 面部 署 以 定向 能 武器 为 主 x 包括 攻击 卫星 和 截击 导弹 的 新 型 反 
弹道 导弹 系统 。 这 项 计划 后 被 称 作 “星球 厂 战 计划 ”。 
后 来 ， 随 着 华沙 条 约 组 织 瓦解 和 苏联 解体 ， 美 国 认为 俄罗斯 已 经 无 法 继续 与 美国 在 军 
事 上 进行 抗衡 ， 克 林 顿 总 统 于 1993 年 5 月 宣布 终止 “星球 大 战 ” 计 划 ， 开 始 着 手 “ 弹 道 导 
弹 防 御 ” 计 划 。 该 计划 包括 两 个 部 分 : 用 于 保护 美国 海外 驻军 及 相关 盟国 免 遭 导弹 威胁 的 
“战区 导弹 防御 系统 ”(Theater Missile Defense system;i TMD) 和 用 于 保护 美国 本 土 免 受 导 
弹 柳 击 的 “国家 导弹 防御 系统 ”(National Missile Defense system，NMD)， 如 图 3.1 所 示 。 
“战区 导弹 防御 系统 ”和 “国家 导弹 防御 系统 ”的 主要 区 别 在 于 ， 前 者 是 使 一 个 地 区 免 遭 
近 程 、 中 程 或 远程 弹道 导弹 攻击 的 综合 性 武器 系统 ， 而 后 者 则 是 保护 美国 全 境 不 受 任何 弹 
道 导 弹 攻击 的 战略 防御 体系 。 
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(a) 陆 海 天 反 导 拦截 








图 3.1 ”导弹 反 导 拦截 系统 

有 许多 国家 也 在 研究 相应 的 系统 ， 例 如 某国 为 了 防御 敌国 的 导弹 袭击 ， 发 展 出 一 种 导 
弹 拦 截 系统 。 但 是 这 种 导弹 拦截 系统 有 一 个 缺陷 : 虽然 它 的 第 一 发 炮弹 能 够 达到 任意 的 高 
度 ， 但 是 以 后 每 一 发 炮弹 都 不 能 高 于 前 一 发 的 高 度 。 某 天 ， 雷 达 捕 捉 到 敌国 的 导弹 来 袭 。 
由 于 该 系统 还 在 试用 阶段 ， 所 以 只 有 一 套 系统 。 因 此 ， 有 可 能 不 能 拦截 所 有 的 导弹 。 
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很 明显 这 是 一 个 求 最 长 非 升 子 序列 的 问题 ， 标 准 算法 是 动态 规划 。 动 态 规划 是 运筹 学 
的 一 个 分 支 。 它 是 解决 多 阶段 决策 过 程 最 优化 问题 的 一 种 方法 。1951 年 ， 美 国 数学 家 贝尔 曼 
(R. Bellman) 提 出 了 解决 这 类 问题 的 “最 优化 原则 ” 1957 年 发 表 了 他 的 名 著 《 动 态 规划 》。 
该 书 是 动态 规划 方面 的 第 一 本 著作 。 动 态 规划 问世 以 来 ， 在 工农 业 生产 、 经 济 、 军 事 、 工 
程 技术 等 许多 方面 都 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 取 得 了 显著 的 效果 。 




















3.1 何谓 动态 规划 


组 合 优化 问题 是 计算 机 技术 的 一 个 既 传统 又 现实 的 研究 应 用 领域 。 组 合 优化 问题 发 生 
于 人 们 生活 、 生 产 以 及 科学 研究 的 各 个 领域 及 方面 。 本 章 将 针 二 类 具有 特殊 性 质 的 组 合 
优化 问题 来 讨论 一 种 解决 问题 的 算法 设计 技巧 一 “动态 规划 交 消 组 合 优化 问题 ， 指 的 是 
问题 有 多 个 可 行 解 ， 每 一 个 可 行 解 对 应 一 个 目标 值 ， 目 是 在 可 和 行 解 中 求 得 目标 值 最 优 
者 (最 大 或 最 小 )。 A 


3.1.1 动态 规划 的 基本 思想 XX 


动态 规划 算法 (Dynamic re 访 e 于 求解 具有 某 种 最 优 性 质 的 问题 。 在 
这 类 问题 中 ， 可 能 会 有 许多 可 行 解 。 tn 我 们 希望 找到 具有 最 优 值 
的 解 。 动态 规划 算法 与 分 治 法 类 人 洪 本 思想 也 是 将 竺 求解 问题 分 解 成 若干 个 子 问 题 ， 
先 求解 子 问题 ， 0 4 海 治 法 不 同 的 是 ， 适 合 于 用 动 
态 规划 求解 的 问题 ， 经 hh 若 用 分 治 法 来 解 这 类 问题 ， 
风色 解 则 到 的 于 间 交 和 太 有 多， 有 些 子 问题 被 了 很 多 次 。 如 果 我 们 能 够 保存 已 解 
决 的 子 问 题 的 答 案 ; 布 在 需要 时 再 找 出 已 求 得 | 答案 ， 这 样 就 可 以 避免 大 量 的 重复 计算 ， 
节省 时 间 和 个 表 来 记录 所 有 已 解 的 子 问题 的 答案 。 不 管 该 子 问题 以 后 是 否 被 
用 到 ，5 ee 就 将 其 结果 填 入 表 中 。 这 就 是 动态 规划 法 的 基本 思路 。 具 体 的 动 
态 规划 算法 多 种 多 样 ， 但 它们 具有 相同 的 填 表格 式 。 


3.1.2 ”设计 动态 规划 法 的 步骤 


(1) 找 出 最 优 解 的 性 质 ， 并 刻画 其 结构 特征 ; 

(2) 递归 地 定义 最 优 值 ( 写 出 动态 规划 方程 ); 

(3) 以 自 底 向 上 的 方式 计算 出 最 优 值 ; 

(4) 根据 计算 最 优 值 时 得 到 的 信息 ， 构 造 一 个 最 优 解 。 

步骤 (D) 一 3) 是 动态 规划 算法 的 基本 步骤 。 在 只 需要 求 出 最 优 值 的 情形 ， 步 又 (4) 可 以 省 
略 ， 步 骤 (G3) 中 记录 的 信息 也 较 少 ; 若 需 要 求 出 问题 的 一 个 最 优 解 ， 则 必须 执行 步骤 (4)， 步 
又 (3) 中 记录 的 信息 必须 足够 多 以 便 构造 最 优 解 。 


3.1.3 ”动态 规划 问题 的 特征 
动态 规划 算法 的 有 效 性 依赖 于 问题 本 身 所 具有 的 两 个 重要 性 质 :， 最 优 子 结构 性 质 和 子 
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问题 重 琶 性 质 。 

(1) 最 优 子 结构 : 当 问 题 的 最 优 解 包含 了 其 子 问题 的 最 优 解 时 ， 称 该 问题 具有 最 优 子 
结构 性 质 。 

(2) 重 县 子 问题 ， 在 用 递归 算法 自 项 向 下 求解 问题 时 ， 每 次 产生 的 子 问 题 并 不 总 是 新 
问题 ， 有 些 子 问题 被 反复 计算 多 次 。 动 态 规划 算法 正 是 利用 了 这 种 子 问 题 的 重 芋 性 质 ， 对 
每 一 个 子 问题 只 解 一 次 ， 而 后 将 其 解 保存 在 一 个 表格 中 ， 在 以 后 尽 可 能 多 地 利用 这 些 子 问 
题 的 解 。 


3.1.4 动态 规划 与 静态 规划 的 关系 


有 些 读者 也 许 会 想到 ， 既 然 有 动态 规划 ， 那 么 也 应 该 有 静态 规划 吧 ! 不 错 ， 算 法 世界 里 
(或 运筹 学 里 ) 确 实 还 存在 静态 规划 的 概念 ， 只 不 过 它们 不 是 被 直接 称呼 为 静态 规划 ， 而 是 
有 着 更 加 动听 的 名 字 : 线性 规划 和 非 线性 规划 。 虽 然 我 们 不 打 : 线性 规划 和 非 线性 规划 
A et ree er ee 

一 下 比较 ， 以 加 深 读者 对 动态 规划 的 理解 。 









































eho tl ep 其 研究 对 象 是 在 若干 约束 条 件 下 的 函数 极 值 
问题 。 但 它们 各 有 优 缺 点 。 

(1) 动态 规划 的 优越 性 / 

与 静态 规划 相 比 ， 动 态 规划 具有 i 

@ 动态 规划 的 核心 是 找 出 一 个 间 上 ea 
的 表现 方式 需要 创造 力 和 实验 ;了 但 也 存在 一 些 常 见 A 子 问 题 是 原 问 题 的 前 缀 ， 子 


问题 是 原 问题 的 中 组 ， 子 问题 是 原 问题 的 子 树 。 规划 经 常 有 迹 可 循 。 

@ 动态 规划 比 静 态 Ne 规划 可 能 因 约 束 条 件 确定 的 约束 集合 
hd 而 动态 规划 把 ~ 系列 结构 相似 的 子 问题 ， 每 个 子 问 
题 的 变量 个 ， 约 束 集合 也 简 因此 相对 更 容易 求解 。 


@ 动态 规 可 以 得 到 一 组 最 优 解 ( 原 问 题 及 子 问题 的 最 优 解 )， 而 非 线性 规划 只 能 得 到 
全 过 程 的 一 个 最 优 解 。 

@ 动态 规划 的 时 间 效率 很 容易 获得 : 子 问题 的 数量 X 子 问题 的 时 间 效率 。 

当然 ， 与 静态 规划 相 比 ， 动 态 规划 也 存在 缺点 

Q@ 找 出 子 问题 的 表现 方式 需要 创造 力 和 实验 ,经 常 需 要 对 每 类 问题 进行 具体 分 析 , 非 
熟练 的 分 析 人 员 难 以 准确 对 原 问题 进行 合理 分 解 ， 这 就 导致 应 用 上 的 局 限 。 

@ 状态 空间 可 能 呈 指 数 增长 。 如 果 一 维 状 态 变量 有 m 个 取 值 ， 则 n 维 问题 的 状态 就 
有 mn 个 值 。 对 于 n 较 大 的 实际 问题 ， 其 计算 成 本 是 无 法 容忍 的 

(2) 动态 规划 与 静态 规划 的 相互 转换 

静态 和 动态 看 上 去 像 似 水 火 不 相 容 的 一 对 矛盾 ， 但 正如 中 国 传 统 哲 学 里 所 说 的 ， 阴 阳 
虽然 对 立 ， 但 却 可 以 相互 转换 。 同 样 ， 静 态 规划 和 动态 规划 之 间 也 可 以 进行 相互 转换 。 

@ 动态 规划 转换 为 静态 规划 

一 般 来 说 ， 动 态 规划 问题 可 以 转换 为 静态 规划 问题 来 解决 。 如 果 将 动态 规划 可 以 看 作 
求 一 系列 决策 d,,d,,…,d, ,使 得 指标 函数 , (x,d,d,,…,d,) 达 到 最 优 (最 大 或 最 小 ), 这 里 * 为 
输入 ; 将 动态 规划 的 状态 转移 方程 (每 进行 一 个 选择 ， 系 统 就 进入 一 个 不 同 的 状态 )、 端 点 
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条 件 (输入 和 输出 )、 人 允许 状态 集 ( 什 么 状态 是 可 以 达到 的 )、 人 允许 决策 集 ( 什 么 决策 是 可 以 允 
许 的) 看 作 约 束 条件 ， 则 同样 一 个 问题 原则 上 可 以 用 静态 规划 里 的 非 线性 规划 方法 求解 。 
@ 静态 规划 转换 为 动态 规划 
对 于 静态 规划 来 说 ， 只 要 适当 引入 阶段 变量 、 状 态 、 决 策 等 ， 就 可 以 用 动态 规划 方法 
求解 。 例 如 ， 我 们 可 以 用 动态 规划 方法 来 求解 下 列 非 线 性 规划 问题 : 


max /i(c) 
#1 


有 
六 =a,c 二 0 
k=1 

















其 中 ， f (6 ) 为 任意 的 已 知 函数 。 
我 们 可 以 按 变量 cy 的 序号 划分 阶段 ， 将 其 看 作 个 决策 。 We 
取 问 题 中 的 变量 6,c,,…,c, 为 决策 。 dp SS at=12 om (注意 到 
Srl=0)。 
取 太 (cu) 为 阶段 指标 ， oo 
gi (si) = 0 ak=n,n—1,.…,2. 
gu(0)=0 
pr ) ,计算 到 g(a) 后 即 可 利用 状 
态 转移 方程 得 到 最 优 状态 序列 WR 决策 序列 {c 0 


关 - 光 朋 em 


mxn 矩 阵 /AS 疡 矩阵 妇 相 乘 歪 凌 > 的 时 间 。 我 们 把 mnp 作为 两 个 矩阵 相 乘 
NR 现在 假定 要 计算 3 个 年 阵 4、 有 和 C 的 乘积 ， 有 两 种 方式 计算 此 乘积 
在 第 一 种 方式 中 ， 先 用 4 乘 以 妨 得 到 矩阵 也， 然后 万 乘 以 C 得 到 最 终结 果 ， 这 种 乘法 的 
顺序 可 写 为 (48)C; 第 二 种 方式 写 为 4(BC)。 尽 管 这 两 种 不 同 的 计算 顺序 所 得 的 结果 相同 ， 


但 时 间 消 耗 会 有 很 大 的 差距 。 例 如 : 
2 
中 c-( 5 二 1 
| 
了 > 
(1) 对 第 一 种 方案 (48)C， 计算 D=4B: 


D=AB= 2x2+5x4+6x7 2x6+5x2+6x5 | 66 52 
人 1x2+4x4+3x7 1x6+4x2+3x5) \39 29 

对 应 的 乘法 运算 次 数 为 2x3x2=12 。 

计算 DC: 








/66 52)/1 5 6 8) /222 486 500 580 
~\39 29 人 3 3 2 1) \126 282 292 341 


对 应 的 乘法 运算 次 数 为 ，2x2x4=16。 则 总 的 乘法 运算 计算 量 为 12+16=28。 


PB 
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一 


(2) 对 第 二 种 方案 4(BC) 计算 D=BC : 
2xl+6x3 2x5+6x3 2x6+6x2 2x8+6xl 
也 4x5+2x3 4x6+2x2 oa 
Txl+5x3 7x5+Sx3 7Tx6+5x2 7x8+5xl 











20 28 24 22 
=|10 26 28 > 
22 50 52 61 
对 应 的 乘法 运算 次 数 为 : 3x2x4=24 。 
计算 4D: 
2 5 20 28 24 22 222 486 500 580 
AD= 10 26 28 34|= 
€ 4 | 2 0 So 61 人 282 总 区 


对 应 的 乘法 运算 次 数 为 2x3x4=24 。 a 48， 比 
第 一 种 方案 多 出 接近 一 倍 。 

可 见 ， 不 同方 案 的 乘法 运算 量 可 能 相差 很 

给 定 n 个 矩阵 {41, 和 4…,4,}， 其 中 有 4 on : 12,…, 一])。 考 察 这 nn 个 矩阵 
的 连 乘积 44…4。 

由 于 矩阵 乘法 满足 结合 律 ， 证 ee 这 种 计 

















算 次 序 可 以 用 加 括号 的 方式 来 确定 若 一 个 矩阵 连 乘 积 次序 完 全 确定 ， 即 该 连 乘 积 
已 完全 加 括号 ， oe 相 乘 的 标准 第 法 计算 出 生 阵 连 乘积 。 完 
全 加 括号 的 矩阵 连 乘积 
(1) 单个 矩阵 是 完全 括号 的 ; SE 
2) ec | A 示 为 两 个 完全 加 括号 的 矩阵 乘积 B 和 CC 
的 乘积 并 加 括 014=BC 
每 一 种 完全 加 括号 的 方式 对 应 于 一 个 矩阵 连 乘积 的 计算 次 序 ， 这 决定 着 计算 和 矩 阵 连 乘 
积 所 需要 的 计算 量 。 
例如 ， 和 矩阵 连 乘积 44,4,4, 有 五 种 不 同 的 完全 加 括号 的 方式 : 
(4(4(44,)) 
(4((44)4,)) 
((44)(4,4,) 
((4(4,4))4,) 
(((414,)4;)4,) 


和 矩阵 4 和 算 阵 B 可 乘 的 条 件 是 矩 阵 4 的 列 数 等 于 矩阵 B 的 行 数 。 若 4 是 一 个 pxg 甜 
阵 ，B 是 一 个 gxr 算 了 泗 ， 则 计算 其 乘积 C = 4B 是 一 个 pxr 的 矩阵 ， 需 要 进行 pqr 次 乘法 
运算 。 

为 了 说 明 在 计算 矩阵 连 乘积 时 ， 加 括号 方式 对 整个 计算 量 的 影响 ， 我 们 考察 矩阵 连 乘 
积 4444 的 5 种 不 同 的 完全 加 括号 的 计算 量 。 

假定 矩阵 的 行列 数 如 下 : 











和 矩阵 4 
行列 数 0x5 
5 种 不 同 的 完全 加 括号 方式 的 计算 工作 量 ， 如 表 3.1 所 示 。 
表 3.1 算 阵 连 乘 积 4.4,4,4,5 种 完全 加 括号 方式 的 计算 量 
序 号 完全 加 括号 方式 乘法 运算 计算 工作 量 





(4(4(44) 10500 
(4((4.4)4,)) 16000 
((44,)(4,4,)) 36000 
((4(4,4;))4,) A 34500 
(((44.)4,)4,) cI” 87500 

















ls | |- 


例如 : 对 于 第 2 种 完全 加 括号 方式 ， 有 

(1) (4 和 4) 的 数 乘 次 数 为 10x40x30=12000 RJ 

(2) ((44)4) 的 数 乘 次 数 为 10x30x5=1500、 一 

(3) (41((44)4)) 的 数 乘 次 数 为 50x10x5=2500 

所 以 ， 总 计算 量 是 16000 。 A 

从 表 3.1 看 出 ， 第 5 种 完全 加 括号 方式 的 计算 工作 量 是 第 1 种 完全 加 括号 方式 的 8 倍 
多 。 由 此 可 见 ， 在 计算 矩阵 连 生 积 时 ， 加 括号 方式 即 计算 次 序 对 计算 量 有 很 大 的 影响 。 
于 是 ， 自然 提出 矩阵 连 乘积 的 最 优 计 算 此 次 问题 即 对 于 给 定 的 相继 的 到 个 矩阵 
{4,44…,4,} (其 中 矩阵 哮 的 维 数 为 pxp,(i<1,2,~,n) )， 如 何 确定 计算 矩阵 连 乘积 
444,…4, 的 次 序 (完全 加 括号 方式 )， 使 得 依 此 次 序 计算 矩阵 连 乘积 需要 的 数 乘 次 数 最 少 。 

在 利用 动态 规划 解决 甜 阵 连 乘积 之 前 7 很 容易 想到 穷 举 搜索 法 。 它 列举 出 所 有 可 能 饼 
完全 加 括号 方式 ， 计 算出 每 一 种 完全 加 括号 方式 相应 需要 的 数 乘 次 数 ， 从 中 找 出 一 种 数 乘 
次 数 最 少 的 完全 加 括号 方式 。 这 样 计算 的 工作 量 太 大 ， 因 此 ， 它 不 是 一 个 有 效 的 算法 。 

设 P(n) 表 示 n 个 矩阵 可 能 的 完全 加 括号 方式 的 方式 数 。 当 n=1 时 ， 只 有 一 个 矩阵 ， 即 
只 有 一 种 完全 加 括号 方式 计算 和 矩阵 的 连 乘 积 。 当 nn 三 2 时， 可 以 先 在 第 个 和 第 k+1 个 矩 
阵 之 间 将 原 和 矩阵 序 列 分 为 两 个 矩阵 子 序 列 ，k =1,2,…,n+1; 然后 分 别 对 这 两 个 子 矩 阵 序列 
完全 加 括号 , 得 到 原 和 矩阵 序列 的 一 种 完全 加 括号 方式 。 因 此, 可 得 关于 PC) 的 递归 式 如 下 : 
1 n=1 











P(n)= 





只 PbPo -日 n>2 
大 =1 

解 此 递归 方程 ， 可 知 P(n) 实际 上 是 Catalan 数 ， 即 POD)= CO-D ， 其 中 ，C(D) = 
?=a 等] | 而 ("表示 2n 个 元 素 中 取 n 个 元 素 的 组 合 数 。 
n+t+l\n | n 


所 以 ，P(n) 是 随 n 的 增长 旦 指数 级 增长 的 。 因 此 ， 穷 举 搜 索 法 不 是 一 个 有 效 的 算法 。 


























3.2.1 分 析 最 优 解 的 结构 

动态 规划 方法 的 第 一 步 是 寻找 最 优 子 结构 。 利 用 最 优 子 结构 ， 就 可 以 根据 子 问题 的 最 
优 解 构造 出 原 问题 的 一 个 最 优 解 。 对 于 矩阵 连 乘积 问题 ， 用 记号 4 站 表示 对 乘积 
44,.…4, 求 值 结果 , 其 中 i 志 j 。 如 果 这 个 问题 是 非凡 的 , 即 i< 7， 则 对 乘积 44,,…4 的 
任何 完全 加 括号 方式 都 将 乘积 在 4 与 4., 之 间 分 开 ， 此 处 k 是 范围 ik<j 之 内 的 一 个 整 
数 。 对 某 个 上 值 ， 首 先 计算 矩阵 44,…4 和 4,14.,,…4,， 然 后 把 它们 相 乘 就 得 到 最 终 乘 
积 A[i, 有 六。 这 样 ， 对 乘积 44,,…4, 的 完全 加 括号 方式 的 代价 就 是 计算 44,,…44 和 
4 … 才 的 代价 之 和 ， 再 加 上 两 者 相 乘 的 代价 。 

当 i=1，j=n 时 ， 就 是 计算 整个 矩阵 44,…4,， 即 4[1,n] 。 这 个 问题 的 最 优 子 结构 如 
下 : 假设 44,…4, 的 一 个 最 优 完全 加 括号 方式 把 乘积 在 4 与 44, 之 间 分 开 ， 则 对 
44:… 尹 最 优 完全 加 括号 方式 的 子 链 4.4,,… 妇 4 的 完全 加 括号 必须 是 44 水 的 一 
个 最 优 完全 加 括号 方式 。 为 什么 呢 ? 如 果 对 44 … 宋代 价 更 小 \ 的 完全 加 括号 方式 ， 
那么 把 它 蔡 换 到 4.4,,…4, 的 4, 的 另 一 种 完全 加 
括号 方式 , 而 它 的 代价 小 于 最 优 代价 : -4 类 似 的 观察 也 成 立 ， 即 4.4.,,… 
的 最 优 完全 加 括号 方式 的 子 链 水， < 加 ee 必须 是 和 4 we 
最 优 完 全 加 括号 方式 。 

我 们 利用 所 得 到 的 最 优 子 结 i 最 优 解 来 构造 原 问题 的 一 个 最 优 
解 。 已 经 看 到 ， te en 和 都 需要 分 割 乘 积 ， 而 且 任何 





















































最 优 解 都 包含 了 子 问题 实例 的 最 优 解 。 所 以 ， a tele 题 (最 优 完全 加 括 
号 方式 44 水 和 a 涩 4)), 寻找 子 问 优 解 , 然后 合并 这 些 子 问题 的 最 优 
解 ， A 职 问 题 实 例 的 一 个 人 必须 保证 在 寻找 一 个 正确 的 位 置 来 分 割 





乘积 时 ， 我 修 过 所 有 可 能 的 位 轩 ”从 而 确保 已 检查 过 了 它 是 最 优 的 一 个 。 

此 ， 矩 ee te eda hy 这 种 性 质 称 为 最 
子 结构 性 质 。 问 题 的 最 优 子 结构 性 质 是 该 问题 可 用 动态 规划 算法 求解 的 显著 特征 。 
3.2.2 ”建立 递归 关系 

设计 动态 规划 算法 的 第 二 步 是 递归 地 定义 最 优 解 。 对 于 和 矩阵 连 乘积 的 最 优 计算 次 序 问 
题 ， 我 们 定义 计算 4[,7]( 入 i 肥 7 过 四 所 需要 的 次 数 为 mlL7]， 则 原 问题 的 最 优 解 就 是 
mll][n] 。 

当 ;= 了 时， 则 问题 是 平凡 的 ， 和 矩阵 链 只 包含 一 个 矩阵 Ai, 四 = 4 ， 无 须 作 任何 计算 ， 
因此 m[i][j]=0G=1,2,…n)。 

当 i<j 时 ， 可 利用 最 优 子 结构 性 质 计算 m[i][ 站 。 假 设 44,,…4, 是 最 优 完全 加 括号 方 
式 在 4 与 4, 之 间 分 开 ， 其 中 i 三 k<j。 因 此 mli, 放 就 等 于 计算 子 乘 积 Ali,k] 和 A[k+1, 放 
的 代价 ， 再 加 上 两 个 矩阵 相 乘 的 代价 。 由 于 每 个 矩阵 4 的 维 数 为 p,, x p,， 则 有 

mli][7]= mL + mk + Cj]+ pi pip, 

这 个 递归 公式 假设 我 们 已 知 的 值 , 而 实际 上 我 们 并 不 知道 . 不 过 , 大 的 位 置 只 有 7 一 ; 
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个 可 能 ， 即 大 =i,i+1,…,j 1。 最 优 完全 加 括号 方式 必然 取 其 中 之 一 的 人 值 ， 故 只 需 逐 个 检 
查 这 些 值 就 可 找到 最 优 值 。 这 样 ，m[i][ 用 可 以 递归 地 定义 为 














0 i=} 
0 i<j 
mD][ 记 给 出 了 子 问题 的 最 优 解 ， 即 计算 4[i, 及 所 需要 的 最 少数 乘 次 数 。 同 时 还 确定 了 
计算 4[2 刀 的 最 优 次 序 中 的 断 开 位 置 4， 在 该 处 分 裂 乘 积 44,,… 4 后 可 得 到 最 优 完全 加 括 
号 方式 。 定 义 数组 s[][ 刀 保存 大 值 ， 在 计算 出 最 优 值 mD][7] 后 ， 可 递归 地 由 s[][ 刀 构造 出 
相应 的 最 优 解 。 


3.2.3 计算 最 优 值 ft 


设计 动态 规划 算法 的 第 三 步 是 计算 最 优 值 。 Wan 容易 写 出 一 个 
递归 算法 计算 m[1][n] 。 oR 计算 时 间 ， 与 穷 举 搜索 法 的 
效率 差不多 。 /RR 

注意 到 在 递归 计算 过 程 中 ， 不同 了 人 07 个 事实 上 原 问 题 只 有 相当 
少 的 子 问题 。 每 一 对 满足 1<i< jn 的 (5 jj 而 一 个 问题 ， 则 不 同 子 问题 的 总 个 数 为 


. 俐 ， =O(n) 


有 然 ， 在 好 且 计算 时 ， 光 多 证 和 复 计算 名 交 和 题 重 天 这 一 住所， 是 放生 
可 用 动态 规划 算法 求解 的 又 :显著 特征 。 XL 

使 用 动态 规划 算法 六 共 和 式 这 和 底 册 的 式 和 和， 在 计 和 
过 程 中 ， 保 存 已 经 解决 的 子 问题 的 答案 。 每 个 问题 只 计算 一 次 ， 而 在 后 面 需要 时 只 要 简 
间 查 下， 天 的 重复 计算 ， 最 线 得 到 多 项 式 时 间 的 算法 。 具 体 的 矩阵 连 乘 积 动态 
规划 算法 如 下 。 

假设 矩阵 4 的 维 数 为 px p,(i=1,2,…,n) ， 存 储 于 数组 p 中 。 算 法 除了 输出 最 优 数组 
加 外 还 输出 记录 最 优 断 开 位 置 的 数组 。 


void matrixChain(int n, int **p, int **m, int **s){ 
forl(int i = 1;i< = n;i++)m[i] [i] = 0; 
for(int r = 2;r< = Nn;r++) 
for(int i = 1;i< = n-rt+1l;i++){ 
Ln€ 了 FL 
// 计 算 初 值 ， 从 i 处 断 开 
m[i] [j] = m[i+1] [j] + p[li-1]*p[li]*p[j]; 
Slitiy = i 
for(int k = i+1;k<j;k++){ 
int t = m[i][k] + m[k+1] [j] + p[i-1]*p[k]*p[j]; 
LEVEL 
地 [TI3] = ty 
s[i][j] = k; 
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} 
} 


算法 matrixChain( ) 首 先 令 m[][]=0(i=1,2,…n) ， 即 将 矩阵 m 对 角 线 上 的 元 素 赋值 为 
零 。 然 后 根据 递 推 式 ， 按 算 阵 链 长 度 d 递增 的 方式 依次 计算 mm][i+1](i=1,2,…,n 一 ])( 算 阵 
链 长 度 q 为 2); 接 着 计算 m[i][i+2](i=1,2,…,n 一 2)( 和 矩 阵 链 长 度 4 为 3);…… -在 计算 mi][ 刀 
时 ， 只 用 到 已 经 计算 出 的 m[i][K]J 和 m[k+1[j](i 寺 kk<))。 

假设 要 计算 的 矩阵 连 乘 积 为 4,4,4,4,4.A6， 其 中 各 和 矩阵 的 维 数 如 表 3.2 所 示 。 























表 3.2 德 阵 的 维 数 
矩阵 行列 数 行列 数 
44 50x10 30x5 
4 10x40 5x20 
4 40x30 20x15 

















如 图 3.2 所 示 ， 我 们 从 对 角 线 1 开始 ， 到 对 角 线 6 为 止 ， 以 对 角 线 方式 用 乘法 耗费 来 
填写 这 张 三 角 形 表 。 对 角 线 1 只 包括 1 个 和 矩阵， 用 ;0 填充 ， 对 角 线 2 由 两 个 i 阵 相 乘 
的 耗费 来 填充 ， 其 余 对 角 线 根据 上 面 的 递 推 式 和 先前 的 存储 在 表 中 的 值 来 填充 。 为 了 填充 
对 角 线 d ,我 们 要 利用 存储 在 对 角 线 2%……d -1 中 的 值 。4d =6 时 ,表示 6 个 矩阵 相 乘 的 最 
小 耗费 ， 这 就 是 我 们 所 要 计算 的 结果 。 2 
d=1 -d=2 d=3 d=4 d=5 d=6 


RS ~ 
| m11,2] | m1,3] 14] FmiTi,5] | mr1,6 

a na ea a 
mi 

































































3.2 ”矩阵 连 乘积 的 计算 顺序 





数组 p 的 值 如 表 3.3 所 示 。 

表 3.3 数组 p 的 值 
下 标 
值 15 











计算 结果 的 数组 m 如 图 3.3(a) 所 示 ， 数 组 s 如 图 3.3(b) 所 示 。 






































(a) 数 引 ym 2 ls 
3.3 ”示例 矩阵 的 计算 结果 / 


例如 ， 计 算 m[2][5] 的 过 程 如 下 : ‘<\ 
m[2][2] + m[3][5]+ pp,ps = +10x40x20=18000 
0 Sl i 21000 
m[2][4]+ m[S][S]+ p,pp;=8000+0+10x5x20=9000 
我 们 取 最 小 者 m[2][5]= 9000 ， 大 (on 
算法 matrixChain( ) 的 主要 计算 量 于 程序 中 对 1 的 三 重 循 环 。 循环 体内 的 计算 
为 O00)， 而 三 nr i a [时 间 上 界 为 O(m)。 算 法 所 
ln "由 此 可 见 ， “em 田 兴 搜索 法 要 有 效 得 多 。 





3.2.4 构造 最 优 解 入 Nd 


> 不 
动机 人 最后 一 步 是 构造 问题 的 最 优 解 。 算法 matrixChain( ) 已 经 记录 了 构造 最 
优 解 所 需要 的 全 部 信息 。 在 数组 s 中 保存 了 最 优 断 开 位 置 ; 令 单元 s[][ 刀 的 值 为 EL， 表示 计 
算 和 矩阵 4[i, 有 让 的 最 优 方式 应 在 矩阵 4, 和 4, 之 间断 开 ， 即 最 优 的 加 括号 方式 应 为 
(A[i, 有 (A[k+1, 让 。 因 此 ， 从 s[1[n] 中 的 数值 可 知 计 算 4[1,n] 的 最 优 加 括号 方式 为 
(AL1,s[H[aJD)(ALsU Ln] +1,n]) 
而 (A[1,s[1J[n]]) 的 最 优 的 加 括号 方式 为 
(4[Ls[D][s[D[]D)C4[s[D[s[[I+Ls[D[]) 

同 理 可 以 确定 (4[s[1][n]+1,]) 的 最 优 的 加 括号 方式 在 s[s[1][n]+1][n] 处 断 开 ， 依 此 类 
推 ， 最 终 可 以 确定 4[1,n] 的 最 优 完全 加 括号 方式 ， 即 构造 出 问题 的 一 个 最 优 解 。 

和 矩阵 连 乘积 最 优 解 的 递归 算法 如 下 : 


void trackBack (int i, int 3, int **s){ 











if(i == j)return ; 

trackBack (i sl4] (17 sa) 
trackBack (s[i] [j]+1, j, s); 

printf ("Multiply A %d, sd", i, s[i][j]); 
printf ("and A %d, %d", (s[i] [j]+1), j); 


} 

该 算法 是 按 3.2.3 节 的 matrixChain( ) 计 算出 的 数值 ,输出 计算 4[, 刀 的 最 优 计算 次 序 。 
要 输出 4[1,] 的 最 优 完全 加 括号 方式 ， 只 要 调用 TraceBack(1,n,s)。 对 于 上 面 所 举 的 例子 ， 
通过 调用 TraceBack(1,6,s)， 即 可 输出 最 优 计算 次 序 ((4(44(444))(4;4,)) 。 算 法 3.2 输出 结 
果 为 ((4(4(4,4)(446)) 。 





























3.3 动态 规划 算法 的 基本 要 素 


从 计算 矩阵 连 乘积 最 优 计算 次 序 的 动态 规划 算法 可 以 看 出 ， 该 算法 的 有 效 性 依赖 于 问 
题 本 身 所 具有 的 两 个 重要 性 质 : 最 优 子 结构 性 质 和 子 问 题 重 合 性 质 。 从 一 般 意 义 上 讲 ， 问 
A 2 这 对 于 在 设计 求 
解 具体 问题 的 算法 时 是 耕 过 反动 态 规 划算 法 具有 指导 蓝 义 AK、 











3.3.1 最 优 子 结构 ;站 

设计 动态 规划 算法 的 第 一 步 通 常 是 要 刻画 结构 。 当 问题 的 最 优 解 包含 了 其 子 
问题 的 最 优 解 时 ， 称 该 问题 具有 最 优 子 结构 贰 。 问题 的 最 优 子 结构 性 质 提 供 了 该 问题 可 
用 动态 规划 求解 的 重要 线索 。 





在 矩阵 连 乘 积 最 优 计算 次 序 1 ti, 若 和 44 和 4… 委 最 优 完全 加 括号 方式 在 二 和 
4,1 之 间 将 矩阵 链 断 开 ， 则 由 此 确定 的 于 链 44… -得 必 4- …4 的 完全 加 括号 方式 也 
最 优 ， 本 具有 有 从 A 所 用 的 方法 
具有 普遍 性 。 

ge 利用 问题 的 最 孙 结 构 性 质 ， 以 自 底 向 上 的 方法 递归 地 从 子 问 题 
的 最 优 解 逐 : 整个 问题 的 最 优 解 ， 本 
例如 ， 在 矩阵 Wo 子 问题 空间 由 矩阵 的 所 有 不 同 子 链 组 成 。 所 有 
不 同 子 链 的 个 数 为 6(n*) ， 因 而 子 问 题 空间 的 规模 为 @(n*) 。 
































3.3.2 重叠 子 问题 


可 用 动态 规划 算法 求解 的 问题 应 具备 的 另 一 基本 要 素 是 子 问题 的 重 登 性 质 。 在 用 递归 
算法 自 顶 向 下 解 此 问题 时 ， 每 次 产生 的 子 问 题 并 不 总 是 新 问题 ， 有 些 子 问题 被 反复 计算 多 
次 。 动 态 规划 算法 正确 利用 了 这 种 子 问 题 的 重 肥 性 质 ， 对 每 个 子 问题 只 解 一 次 ， 而 后 将 其 
解 保 存在 一 个 表 中 ， 当 再 次 需要 解 此 问题 时 ， 只 需 简单 地 用 常数 时 间 查 看 一 下 结果 。 通 常 ， 
不 同 的 子 问题 个 数 随 输入 问题 的 大 小 旦 多 项 式 增长 。 因 此 ， 用 动态 规划 算法 通常 只 需 多 项 
式 时间 ， 从 而 获得 较 高 的 解 题 效 率 。 

考虑 计算 矩阵 连 乘 积 最 优 计算 次 序 时 ， 利 用 递归 式 计算 4[i, 用 的 递归 方法 如 下 所 示 : 


















































int recurmatrixchain(int i, int j){ 


er 


if(i == j)return 0; 
int u = recurMatrixchain(i, i)+recurMatrixchain(i+1, j)+p[i-1]*p[i]*p[j]; 
sli = 过 


for (int k = i+l;k<j;k++){ 
int t= recurmatrixchain(i, k)+recurmatrixchain(k+1, j)+p[i-1]*p[k]*[j]; 
if(t<u){ 
Wt 
s[i][j] = k; 





} 
m[li][j] = u; 
return u; 











使 用 上 述 算法 计算 4[L4] 的 递归 树 如 图 3.4 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 , 许多 子 问题 被 重复 














计算 据 
ea 
出 现 ， 并 且 不 同 的 子 问 题 的 个 数 又 相对 减少 时 ， 用 动态 法 是 有 效 的 。 


Rk 











3.4 计算 A[1,4] 的 递归 树 
3.3.3 备忘录 方法 


备忘录 方法 是 动态 规划 算法 的 变形 。 与 动态 规划 算法 一 样 ， 备 忘 录 方法 用 一 个 表 保 存 
已 解决 的 子 问题 的 答案 ， 在 碰 到 该 子 问题 时 ， 只 要 简单 地 查看 该 子 问题 的 解 ， 而 不 必 重新 
求解 。 与 动态 规划 算法 不 同 的 是 ， 备 忘 录 方 法 采用 的 是 自 项 向 下 的 递归 方式 ， 而 动态 规划 
算法 采用 的 是 自 底 向 上 的 非 递归 方式 。 我 们 看 到 ， 备 忘 录 方 法 的 控制 结构 与 直接 递归 方法 
的 控制 结构 相同 ， 区 别 仅 在 于 备忘录 方法 为 每 一 个 解 过 的 子 问题 建立 了 备忘录 以 备 需要 时 
查看 ， 避 免 了 相同 子 问题 的 重复 求解 。 

备忘录 方法 为 每 一 个 子 问 题 建立 一 个 记录 项 ,初始 化 时 ， 该 记录 项 存 入 一 个 特殊 的 值 ， 
表示 该 子 问题 尚未 求解 。 在 求解 过 程 中 ， 对 碰 到 的 每 一 个 子 问题 ， 首 先 查看 其 相应 的 记录 
项 。 若 记录 项 中 存储 的 是 初始 化 时 存 入 的 特殊 值 ， 则 表示 该 子 问题 是 第 一 次 遇 到 ， 此 时 需 
要 对 该 子 问题 进行 求解 ， 并 把 得 到 的 解 保存 在 其 相应 的 记录 项 中 ， 以 备 以 后 查看 。 若 记录 
项 中 存储 的 已 不 是 初始 化 时 存 入 的 特殊 值 ， 则 表示 该 子 问题 已 被 求解 过 ， 其 相应 的 记录 项 
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中 存储 的 是 该 子 问题 的 解 。 此 时 ， 只 要 从 记录 项 中 取出 该 子 问题 的 解 即 可 ， 不 必 重 新 计算 。 
解 矩 阵 连 乘积 最 优 计 算 次 序 问 题 的 备忘录 方法 如 下 所 示 : 














int memoizedMatrixChain (int n, int **m, int **s){ 
forl(int 1 = 17i< = n7i+t+) 
for(int j = i;j< = n;j++)m[i][j] = 0; 
return LookupChain(1, n); 
} 
int lookupChain(int i, int j){ 
if (m[i] [j]>0) return m[i] [j]; 
if(i == j)return 0; 
int u = lookupChain(i, i)+ lookupChain (i+1, j)+ p[i-1]*p[i]*p[j]; 
» 


s[i]l[j] = i » 入 

for(int k = i+l;k<j;k++){ AM 机 
int 七 = lookupChain(i, k)+ lookupChain on Pp[li=1]*p[k]*p[j]; 
if(t<u){ 


ee = k; 人 
) "RS 
ps I = RN 
return u; 1 NA》 


与 动态 规划 算法 erix Chain) - 样 ， 备 忘 过 站 法 lookupChain( ) 用 数组 m 的 单元 
m[i][ 四 来 记录 子 问 题 :4[i, hh 的 最 优 值 。 在 调用 iookupChain( ) 之 前 ， 数 组 六 要 清 零 ， 表 示 对 
应 于 ALi, 用 的 对 问题 还 未 被 计算 。 在 调用 lookupChain( ) 时 , 若 m[ 站 [让 > 0， 则 表示 mD[ 记 中 
存储 的 是 所 要 求 于 问题 的 计算 结 结果 ， 直接 返回 此 结果 即 可 。 否则 与 直接 递归 算法 一 样 ， 自 
顶 向 下 地 递归 计算 ， 并 将 计算 结果 存 入 m[i][ 四 的 值 ， 但 仅 在 它 第 一 次 被 调用 时 计算 ， 以 后 
的 调用 就 直接 返回 计算 结果 

与 动态 规划 算法 一 样 ， 备 忘 录 算法 lookupChain( ) 耗 时 OU2) 。 事 实 上 ， 共 有 OU2 ) 个 
备 忘 记录 项 m[i[](i=1,2,…,m j=ii+1,…,m)， 这 些 记 录 项 的 初始 化 耗费 O(n?) 时 间 。 每 个 
记录 项 只 填 入 一 次 ， 每 次 填 入 时 ， 不 包括 填 入 其 他 记录 项 的 时 间 ， 耗 费时 间 O(n) 。 因 此 ， 
lookupChain( ) 填 入 O(n7) 个 记录 项 总 共 耗 费 O(02) 计算 时 间 。 由 此 可 见 ， 使 用 备忘录 算法 的 
计算 时 间 与 动态 规划 算法 的 时 间 复 杂 性 一 致 ， 都 是 O0D) 。 

综 上 所 述 ， 和 矩阵 连 乘积 的 最 优 计算 次 序 问 题 可 用 自 顶 向 下 的 备忘录 算法 或 自 底 向 上 的 
动态 规划 算法 在 OU02) 时 间 内 求解 。 这 两 个 算法 都 利用 了 子 问题 重 登 性 质 ， 总 共产 生 了 
O(0P) 个 不 同 的 子 问题 。 对 每 个 子 问题 ， 两 种 方法 都 只 解 一 次 ， 并 记录 答案 ， 再 碰 到 该 子 
问题 时 ， 不 重新 求解 而 简单 地 取 用 已 得 到 的 答案 。 它 们 节省 了 计算 量 ， 提 高 了 算法 的 效率 。 
当 子 问题 空间 中 的 部 分 子 问题 不 必 求解 时 ， 用 备忘录 方法 则 效率 较 高 ， 因 为 从 其 控制 结构 
可 以 看 出 ， 该 方法 只 解 那些 确实 需要 求解 的 子 问题 。 
















































































































































3.4 ”最 长 公共 子 序列 


最 长 公共 子 序列 (Longest Common Subsequence, LCS) 算 法 是 一 种 非常 基础 的 算法 ， 其 
主要 作用 是 找 出 两 个 序列 中 最 长 的 公共 子 序列 ， 被 广泛 应 用 于 图 像 相似 处 理 、 媒 体 流 的 相 
似 比较 、 计 算 生 物 学 等 方面 。 生 物 学 家 常常 利用 该 算法 进行 基因 序列 比 对 ， 由 此 推测 序列 
的 结构 、 功 能 和 演化 过 程 。 目 前 人 们 对 LCS 问题 已 经 做 了 大 量 的 研究 工作 。 

定义 3.1 子 序列 

Cb fe Z 是 站 子 序列 当 且 仅 当 存在 一 
个 严格 递增 下 标 序列 信人 P,… 汉 } ， 使 得 对 于 所 有 j=1,2,…， “办 =% (Si <m). 

定义 3.2 公共 子 序列 

给 定 两 个 序列 不 和 有 当 另 一 个 序列 Z 既 是 万 的 子 名 了 的 子 序列 时 ， 称 Z 是 序 
列 浆 和 了 的 公共 子 序列 。 KAN 

定义 3.3 最 长 公共 子 序列 

给 定 序列 XY 了 和 2Z, 称 Z 为 X 和 mpi ~ 了 的 公共 子 序列 ， 
且 对 于 苞 和 了 的 任意 公共 子 序列 Wr， A Z|。 记 为 LCS(X,Y)。 

a 的 公共 子 序列 中 查找 长 度 最 长 的 公共 子 序列 。 
最 长 公共 子 序列 往往 不 止 一 个 。 WA > 

例如 : 蕊 = Wo 5y=(B,D,C,4， 放风 (B,C,B, A), 2Z, =(B,C, 4,B), 

2, =(B,D, A,B), wd 7Y)， 即 X 和 二 3 人 


3.4.1 最 长 公共 结构 * 必 NS 


和 作风 明和 到 沁 和 法 是 和 六 即 对 蕊 的 每 一 个 子 序列 ， 
检查 它 是 否 也 是 了 的 子 序列 ， 从 而 确定 它 是 否 为 和 了 的 公共 子 序列 ， 并 且 在 检查 过 程 中 
选 出 最 长 的 公共 子 序列 。 X 的 所 有 子 序列 都 检查 过 后 即 可 求 出 关 和 了 的 最 长 公共 子 序列 。X 
的 每 个 子 序列 相应 于 下 标 序列 为 {1,2,…,m} 的 一 个 子 序列 。 因 此 ， 共 有 2” 个 不 同 子 序列 ， 
从 而 穷 举 搜索 法 需要 指数 时 间 。 

事实 上 ， 最 长 公共 子 序列 问题 具有 最 优 子 结构 性 质 ， 因 此 我 们 有 如 下 定理 。 

定理 : LCS 的 最 优 子 结构 性 质 

设 序列 下 = fx 和 了 = 人 六 区 } 的 一 个 最 长 公共 子 序列 Z = 全,z2}， 
则 有 

(D 车 z =y， 则 z=x=y,， 且 Z 是 X, ,和 7 的 最 长 公共 子 序列 ; 

(2) 若 x yp， 且 z 关 %， 则 Z 是 X,_ ,和 7 了 的 最 长 公共 子 序列 ; 

(3) 车头 名 ， 且 z 关 y， 则 Z 是 XX 和 YY 的 最 长 公共 子 序 列 。 

其 中 ，X% = 人 os} = pi} Zi = {a 2 zi} 

证 明 : 

(1) 用 反 证 法 。 若 zz， 则 {31,z,,…,z4,X。} 是 和 了 的 长 度 为 k+l 的 公共 子 序列 。 
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这 与 Z 是 和 7 的 一 个 最 长 公共 子 序列 矛盾 .因此 , 必 有 z=x, =y,。 由 此 可 知 Zi_ 是 不 
和 ,的 一 个 长 度 为 -1 的 公共 子 序列 ,车 XY, 和 7 ,有 一 个 长 度 大 于 -1 的 公共 子 序列 
刺 , 则 将 成 , 加 在 其 尾部 将 产生 和 了 的 一 个 长 度 大 于 上 的 公共 子 序列 , 此 为 矛盾 。 所 以 ZZ， 
是 序 , ,和 了 ,的 一 个 最 长 公共 子 序列 。 

(2) 由 于 z, 关 x，Z 是 ,和 YY 的 一 个 公共 子 序列 。 若 XX,_, 和 YY 有 一 个 长 度 大 于 的 
公共 子 序列 不 ， 则 丈 也 是 蕊 和 了 的 一 个 长 度 大 于 大 的 公共 子 序列 。 这 与 Z 是 蕊 和 了 的 一 
个 最 长 公共 子 序列 矛盾 ， 所 以 Z 是 X,_, 和 YY 的 一 个 最 长 公共 子 序列 。 

(3) 与 (2) 类 似 。 

这 个 定理 告诉 我 们 ， 两 个 序列 的 最 长 公共 子 序 列 包含 了 这 两 个 序列 的 前 级 的 最 长 公共 
子 序列 。 因 此 ， 最 长 公共 子 序列 问题 具有 最 优 子 结构 性 质 。 


3.4.2 子 问题 的 递归 结构 入 


/ 
由 最 长 公共 子 序列 问题 的 最 优 了 结构 性 质 可 知 ， 要 找 出 交 和 的 最 长 公共 子 序列 ， 可 
按 以 下 方式 递归 地 进行: XK 
(1) 当 x= 包 时， 找 出 大 ， 和 也 ， kA ， 然 后 在 其 尾部 加 上 x (y,)， 即 




















可 得 下 和 了 的 一 个 最 长 公共 子 序列 。 NS 
(2) 当 x = 多时 ， 必 须 解 两 个 子 问题 ， XX 和 的 一 个 最 长 公共 子 序列 及 X 和 
了 的 一 个 最 长 公共 子 序列 。 这 两 个 公共 于 序列 中 较 长 者 为 志和 了 的 一 个 最 长 公共 子 序列 。 





由 此 递归 结构 容易 看 到 ， 最 长 公共 子 序 列 问题 具有 重 且 性 质 。 例 如 ， 在 计算 区 
和 7 的 最 长 公共 子 序列 时 ， 可 能 要 计算 庆 和 了 ,及 天 和 六 的 最 长 公共 子 序列 。 而 这 两 个 
人 

与 矩阵 连 乘积 最 优 计算 次 序 问题 类 似 , 我 们 建立 子 问题 的 最 优 值 的 递归 关系 * 用 cf] 
记录 和 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 。 茶 岂 XX, 兰 (wxos…,} = {7 。 当 i=0 

. a | Rd = 
或 j=0 时 ， 加 和 的 最 长 公共 子 序列 为 宅 故 cf][ 甩 =0。 其 他 情况 下 ， 由 定理 可 建立 如 
下 递归 关系 :“ 





0 i=0, j=0 
c= i171]+1 bj>0; Nh = 
max{c[i[7—1],c[i—1][]} i,j>0; x#y, 
3.4.3 ”计算 最 优 值 
直接 利用 弟 推 公式 容易 写 出 计算 ci][ 有 站 的 递归 算法 ， 但 其 计算 时 间 是 随 输 入 长 度 指数 
增长 的 。 由 于 在 所 考虑 的 子 问题 空间 中 ， 总 共 只 有 @(mn) 个 不 同 的 子 问题 ， 因 此 ， 用 动态 
规划 算法 自 底 向 上 地 计算 最 优 值 能 提高 算法 的 效率 。 
计算 最 长 公共 子 序 列 长 度 的 动态 规划 算法 LCSLength( ) 以 序列 蒜 和 了 作为 输入 。 有 具体 
如 下 : 


#define NUM 100 
int cI[NUM] [NUM]; 
int b[NUM] [NUM]; 
void LCSLength (int m, int n, const char x[], char y[]){ 












































WE 

se 第 列 置 

Fortd = = m;i++)c[i] [0] 

for{i = 1;i< = n;i++)c[0] [i] 

/ /根据 递 推 公式 构造 数组 c 

for(i = 1;i< = m;i++) 

for(i = 117i1< = njst}t 
LE(RLL] w= yd WS 

cll] = otis 
b[il[] = 1; 





[ml 
o 


} 

else if(c[i-1][j]> = oles 1])1{ PE 
li 到 区 [二 = 
bli][j] = 2; 

} 


else { Whe 
eal = cli [I-11; < 
bli][j] = 3; KK 
\ 
} 


输出 两 个 数字 c[0...m, 0...n] 和 b[1..… 日 来 记录 最 长 公共 子 序列 的 长 度 ， 
ci][ 用 表示 X, 和 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 % 3[][ 月 记录 cli][ 有 的 值 是 由 哪 一 个 子 问 题 的 
解 得 到 的 ， 这 在 构造 最 长 公共 了 记 列 汪 要 用 到 。 天 和 了 人 公共 子 序列 的 长 度 记录 于 
clm][n] 中 。 

由 于 -每 个 数组 单元 的 计算 不 费时 间 ， LOS KEN Om) . 我 们 给 出 
个 具体 的 例子 说 明 LCSLengih( ) 算 法 的 执行 过 程 。 “XX 
例如 ，XX={45BiC, 和 BD,4 习 ，Y={B, DG,4, 8B, 入 。 可 以 看 到 ， 它 们 有 两 个 长 度 为 
4 的 最 长 公共 子 序列 8BD4B” 和 “BCB4 

利用 算法 3.5- 计 算 二 维 数组 c 的 结果 ， 如 图 3.5(a) 所 示 。 二 维 数组 b 的 结果 , 如 图 3.5(b) 
所 示 ， 其 中 “~” 表示 数字 1,“1” 表 示 数 字 2,“ 二 ”表示 数字 3， 以 便 直观 地 表示 搜索 
的 过 程 。 
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01234556 0 1 4 5 6 
ywBDCABA B 48B 
owlololololololo 0 x 
14 lololololilili 1 4 Na 
和 2 放 | <-|< 人 | 兴 < 
亲人 0 2 2|2 3 i 人 || < 个 | 个 
48|0ol1[1|2|2|3|3 48B 牛人 | -| 
5D|ollilz|z|2|3|3 5 D| | 人 人 个 [ 丰 | 不] 
64|0ol1|2|2|3|314 6 4 EI 
7 8|0l1|2|2|3|4|4 7 8| 人 | 处 | 类 | 
(a) 数组 ec : CS 长 度 的 计算 (b) 数组 bp : LCS 字 符 的 搜索 过 程 


3.5 ”LCSLength( ) 的 计算 结果 


办 


3.4.4 ”构造 最 长 公共 子 序列 

由 算法 LCSLength( ) 计算 得 到 的 数组 5 可 用 于 快速 构造 序列 和 7 的 最 长 公共 子 序列 
首先 从 b[m][] 开 始 , 沿 着 表格 中 箭头 所 指 的 方向 在 数组 b 中 搜索 。 当 在 数组 Pb][ 刀 = D 中 
遇 到 “入 ”时 ， 表 示 总 与 站 的 最 长 公共 子 序列 是 由 成 ,与 马 ， 的 最 长 公共 子 序列 在 尾部 力 
上 所 得 到 的 子 序 列 ， 当 在 数组 WoD]L7]= 2) 中 遇 到 “人 ”时 ， 表 示 总 与 闷 的 最 长 公共 子 序列 
和 成 ,与 闷 的 最 长 公共 子 序列 相同 ; 当 在 数组 BCbD][7]= 3) 中 遇 到 “二 ”时 , 表示 总 与 闷 的 
最 长 公共 子 序列 和 XX 与 了 ,的 最 长 公共 子 序列 相同 。 


如 下 代码 用 于 构造 最 长 公共 子 序列 的 动态 规划 : 


void LCS (int i, int j, char[x]){ 


if <== "Ql es 
return; 论 
LEEDTLI I =e Et NS 














LCS(i-Ly -Lr XY 


Brintf( Yor yxtil)y CN 


} 
else if(b[i][j] == 2)LCS(i-1, j, 
else LCS(i, j-1, x); ~ 


该 算法 根据 数组 b 检控 卫 和 yn 7 的 最 长 公共 于 序 避 。 通过 调用 算法 
ZCS(intiint 六 charx[])， al 序列 六 和 的 最 长 公共 子 序列 。 其 只 构造 出 最 长 公共 
子 序列 的 一 种 解 , 从 i=7 ，] 演 6 开始 ， os 0 当 cfi-1[/]=ci[j-1] 
时 执行 dH[]=cli 一 J[j 1 长 公共 子 序列 是 “BC4B4”; 若 算法 改 
为 di][= di[7 一切 9 有]=2 时 ， 则 构造 出 男 二 个 最 长 公共 子 序列 “BD4B”。 

在 该 算法 ;每 次 北 轨 调用 使 ?和 j 沽 二 -因此 ， 算 法 的 计算 时 间 为 O(m+n) 。 另 外 ， 
算法 LCSLengih() 还 可 以 进一步 改进 。 例 如 数组 ci][ 四 的 值 仅 由 cli 一 J[j 一切 、c[i[j 一] 和 
cli 一 1J[ 四 中 的 二 个 值 决定 ， 如 果 我 们 只 需要 计算 最 长 公共 子 序列 的 长 度 ， 则 一 次 只 需要 表 
c 的 两 行 ， 正 在 计算 的 一 行 和 前 一 行 ， 只 要 保存 这 两 行 就 可 以 达到 降低 渐进 空间 的 要 求 。 





3.5 ”最 大 子 段 和 








给 定 由 个 整数 (可 能 有 负数 ) 组 成 的 序列 a,，a,，…，a, ， 要 在 这 个 整数 中 选取 相 邻 
的 一 段 ， 使 其 和 最 大 ， 输 出 最 大 的 和 。 当 所 有 整数 均 为 负 整数 时 ， 定 义 最 大 子 段 和 为 0。 
依次 定义 ， 所 求 的 最 优 值 为 : 


moo max pA Qs a (li jn 


ISi<j<n 














3.5.1 递归 关系 分 析 


例如 ， 当 faq}= 册 -3,7.8,-4.12.-10,6} 时 ， 最 大 子 段 和 为 Yas 。 令 


Ws 


b[j]= ws {Saala 三 j 硅 n)， 则 所 求 的 最 大 子 段 和 为 : 


A We 


er, (Sa) -ms [es (Sat) -ms 人 2 甩 
根据 区 刀 的 定义 ， 当 上 =-J>0 时 ， 区 用 = 87 一 了 +a[7， 和 否则 区 让 = ea[ 让 。 因 此 可 得 到 
计算 区 刀 的 动态 规划 递归 式 : 6[j]=max{b[j -1+aL7aL7Qd 入 j 私 四 
3.5.2 ”算法 实现 


下 面 的 代码 实现 最 大 子 段 和 的 动态 规划 算法 。 显 然 ， 该 算法 只 需要 O(n) 的 计算 时 间 和 
O(n) 的 空间 。 人 















该 算法 能 计算 出 最 大 字段 和 的 最 优 值 ， 本 为 此 , 我 们 令 besti 、 besy 


为 最 大 子 段 和 su ] dae 位 置 i ,如 果 b[i--1] 三 0 时 ,在 取 b[i]=ali] 
的 同时 ， 保 存 i i 到 变量 begin 中 ， : 


(1) 当 b(i2D) 三 0 时 ，begin=i; 

(2) 当 b(i) sum 时 besti= begin, bestj=i。 

下 述 代码 给 出 了 计算 最 大 子 段 和 的 最 优 解 的 动态 规划 算法 。 在 调用 maxsum() 时， 对 应 
形 参 int & besti 和 int & pesy 的 实 参 变量 ， 应 初始 化 为 0。 
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if (b>sum) { // 更 新 至 最 新 的 位 置 
sum = b; 
// 得 到 新 的 最 优 值 时 ， 更 新 最 优 解 
besti = begin; 
bestj = i; 
} 
} 
return sum; 


村 
我 们 以 {1,-3,7,8,-4,12, 一 10,6} 的 计算 过 程 为 例 ， 其 计算 结果 如 表 3.4 所 示 。 


表 3.4 样 例 数 据 的 计算 结果 





i 1 2 8 
4 1 3 6 

b 1 一 仙 19 
SuUm 1 1 23 
besti 1 1 3 
besy 1 1 6 
与 最 大 子 段 和 问题 密切 相关 的 是 最 夫子 矩阵 的 问题 ， 给 定 一 个 m 行 n 列 的 整数 矩阵 a， 








Saal 。 最 大 子 


ai je 用 


坛 求 矩阵 6 的 一 个 子 矩阵 ， 使 其 各 元 素 之 和 最 大 ， 即 计算 :max 





矩阵 和 问题 是 最 大 子 段 和 问题 的 推广 。 


3.6 0:1 背 包 问 题 


给 定 一 个 物品 集合 s ={1,2,3,…,} ,物品 i 的 重量 是 w,, 其 价值 是 w， 背包 的 容量 为 到 ， 
即 最 大 载重 量 不 超过 球 。 在 限定 的 总 重量 到 内， 我们 如 何 选 择 物品 ， 才 能 使 得 物品 的 总 价 
值 最 大 。 在 商业 、 组 合 数学 、 计 算 复杂 性 理论 、 密 码 学 和 应 用 数学 等 领域 中 ， 经 常 遇 到 相 
似 的 问题 。 

如 果 物 品 不 能 被 分 割 ， 即 物品 ;要 么 整个 地 选取 ， 要 么 不 选取 ， 不 能 将 物品 i 装 入 背包 
多 次 ， 也 不 能 只 装 入 部 分 物品 i， 则 该 问题 称 为 0-1 背包 问题 (Knapsack Problem)。 如 果 物 
品 可 以 拆 分 ， 则 问题 称 为 背包 问题 ， 适 合 使 用 贪心 算法 。 

为 了 便于 分 析 ， 下 面 假定 所 有 物品 的 重量 、 价 值 和 到 都 是 正 整数 。0-1 背包 问题 就 是 
找到 一 个 物品 子 集 s'es ， 使 得 max > ， 且 > W WW。 


ies’ ies’ 





























假设 x 表示 物品 i 装 入 背包 的 情况 ，x =0 或 1。 当 x =0 时 ， 表示 物品 没有 装 入 背包 ; 
当 %=1 时 ， 表 示 把 物品 装 入 背包 。 
根据 问题 的 要 求 ， 则 有 : 


Eo 


GO easy 
©O | 


约束 方程 ，》 wx < 


目标 函数 ，max 》 va 


因此 ， 问 题 就 归结 为 找到 一 个 满足 上 述 约束 方程 ， 并 使 目标 函数 达到 最 大 的 解 向 量 
革 ={6,%…, 芒 }， 其 中 % {0,1} 。 











3.6.1 递归 关系 分 析 
0-1 背包 问题 具有 最 优 子 结构 性 质 ， 设 所 给 0-1 背包 问题 的 子 问题 为 max vx， 而 
大 =1 
a 其 中 ，x etoJIG 和 人 入门 的 最 优 值 为 PC, 广 i 可 选 物品 为 
大 =1 
Rr 时 0-1 表 包 问题 的 最 优 值 ， 则 建立 计算 a 轨 式 如 下 ; 
ee 区 开 jw 
PI= Grn) A 0 
A KY 
“将 前 i 个 物品 放 入 容量 为 
或 不 装 入 ) 的 问题 。 YN 
(1) pli+l,)): 不 : 内， ss 背包 的 容量 j 不 变 。 
问题 就 转化 为 “前 i+1 个 驳 晶 放 入 容量 为 j 的 背包 中 ”的 子 问题 
CO) pl+rh jr 入 物品 1 (jw 了 新 增 价值 w， 但 背包 容量 变 为 jw。 问 
题 就 转化 为 “ip 人 个 物品 放 入 容量 为 /一 圳 的 背包 中 ”的 子 问题 。 
(3) 对 最 后 盖 个 物品 n， 如 果 j 三 w,， 则 肯定 装 入 ， 获 取 价 值 vy, ; 如 果 0 科 7 入 w， 则 
无 法 装 入 ， 获 得 的 价值 为 0。 


® 0 4 考虑 物品 的 策略 ( 装 入 




















递 推算 法 示意 图 如 图 3.6 所 示 。 
tT 2 3 i 寺 1 n 
HH | | 
Pliy)， 背 包容 量 j - 


P(it1, 办 :不 装 入 物品 i， 背 包容 量 j 
P(t1， 广 w)+vi: 不 装 入 物品 i， 背 包容 最 j-w， 





3.6 ”0-1 背包 问题 的 动态 规划 算法 示意 图 
3.6.2 算法 实现 
计算 0-1 背包 问题 的 动态 规划 算法 如 下 所 示 ， 其 中 形 参 c 是 背包 的 容量 w、n 是 物品 的 


数量 。 


算法 设计 、 分 析 与 应 用 教程 


#define NUM 50 // 物 品 数量 的 上 限 
#define CAP 1500 // 背 包容 量 的 上 限 
int w[NUM]; / /物品 的 重量 
int v[NUM]; // 物 品 的 价值 
int p[NUM] [CAP]; // 用 于 递归 的 数组 
void knapSack(int c，int n){ 
// 计 算 递 推 边界 
int jMax = min(w[n]-1，c) // 分 界 点 


for(int j = 0;j< = jMax;j++)p[n] [j}] = 0; 
for(int j = wln];j< = c;j++)p[n] [j] = vIn]; 
forlint i = n-1;i>1;i--){ // 计 算 递 推 式 
jMax = min(w[i]-1, c); 
for(int j = 0;j< = jMax;j++)p[i][j] = p[li+1]([; 
for(int j=w[i];j<=c;j++)p[n] [j] =nax (pLitH I [i+1] [j-w[i]+v[i]); 
} NN 
pl1l][c] = pl2][c]; 计算 最 优 值 
if(c> = w[1])p[l][c] = max(p[1l][c], pr[ [1]+v[1]); 

) NA_ 

根据 上 述 算法 ，p[1][c] 给 出 了 所 要 求 的 .0-¥ 背包 问题 的 最 优 值 ,例如 : 背包 的 容量 为 5， 
要 装 入 4 个 物品 ， 它 们 的 重量 分 别 为 2 34S 3 和 2， 价 值 分 别 为 12、10、20 和 15， 如 表 3.5 
所 示 。 





hl 


表 3:5 背包 相关 问题 的 参数 





使 用 该 算法 到 数组 p 的 值 如 表 3.6 所 示 ， 其 最 优 值 为 p[1][5]=37 。 相 应 的 最 优 解 如 下 
所 示 。 其 中 ， 形 参数 组 x 是 解 向 量 。 


表 3.6 样 例 数据 的 动态 规划 计算 结果 























void traceBack (int c, int n, int x[]){ 


for{int 1 = li<n;i++){ 
if (p[i][c] == p[i+1] [c])x[i] 
else { 
wh = 


Gee 


} 
x[n] =(p[n] [c])?1:0; 
} 
如 果 p[1J[c]= p[2][c]， 则 w=0; 否则 x =1。 当 w=0 时 ， 由 p[2][c] 继续 构造 最 优 解 ， 
当 坟 =1 时 ， p[2][c-w] 继续 构造 最 优 解 。 依 此 类 推 ， 可 构造 出 相应 的 最 优 解 
{06 加,…,%}。 上 例 的 最 优 解 为 {1,1,0,1} 。 
算法 时 间 复 杂 性 分 析 : 从 算法 knapSack( ) 可 以 看 出 ， 主 要 是 计算 数组 p 的 时 间 ， 其 时 
间 复 杂 性 为 O(nW) 。 计 算 解 向 量 的 算法 traceBack( )， 只 有 一 重 循 环 ， 时 间 复 杂 性 为 O(n) 。 























3.7 ACM 经 典 问题 解析 伦 


XX\ 
3.7.1 数 堪 (难度 ， 克 友 净 六 六 ) CN 
Fr 
1， 题 目 描述 NA 
SY 
图 3.7 给 出 了 一 个 数字 三 角形 ， 清 编写 -个 序 ， 计 算 从 顶 至 底 的 某 处 的 一 条 路 径 ， 


使 该 路 径 所 经 过 的 数字 的 总 和 最 大 。3 如 下 


(1) 每 一 步 可 沿 左 余 线 向 下 或 针线 向 下 ; 
(2) 1< 三 角形 行 数 < 100: 1 7 SA .癌症 
XL 


(3) 三 角形 数字 为 0,1,,…5994 


输入 格式 人 NSv 
对 于 很 多 个 测试 案例 的 情况 ， 输 入 一 个 整数 加 ， 表 示 测试 案例 数 为 m， 对 于 每 一 个 测 
ei lt 
再 处 理 )， 表 示 宇 销 形 行 数 n， 然 后 是 行 数据 。 
输出 格式 “ 
输出 最 大 数字 和 。 
输入 样 例 
1 
5 
7 
38 
810 
2744 
45265 
输出 样 例 
30 


2. 题目 分 析 
如 果 自 上 而 下 考虑 ， 需 要 深 搜 ， 查 找 每 一 条 路 径 ， 并 记录 下 数值 ， 比 较 大 小 。 我 们 自 


下 而 上 考虑 : 
先 以 n= 2 为 模型 ， 共 有 两 条 路 径 ， 两 个 点 的 和 比较 大 小 ， 青 看 n= 3， 除 掉 塔 项 ， 就 


Ea 
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可 以 看 做 两 个 n=2 的 数 塔 , 那么 它们 之 间 有 没有 关系 呢 ? 如 果 确 定 走 某 一 棵 树 ， 必 然 会 走 
这 棵 树 上 的 “最 大 的 ”路 径 。 所 以 只 要 得 到 两 棵 n=2 的 树 的 最 大 路 径 ， 分 别 进行 比较 ， 就 
能 得 到 n=3 树 上 的 最 大 路 径 ， 再 看 n= 4， 同 样 道理 …… 

这 就 是 动态 规划 (DP) 的 核心 :状态 转移 方程 一 一 两 个 相 邻 状态 之 间 的 关系 式 。 这 里 的 
状态 转移 方程 是 dp[i][j]+ = max(dp[i+1][0j], dp[i+1][j+1])。 














3.7” 数 塔 问题 的 示意 图 


3， 问题 实现 


#include<cstdio> 
#include<cstring> 
#include<algorithm> 
using namespace std; 
const int MAXN = 111; 
int dp [MAXN] [MAXN]; 


int main(){ 
DER 
Scanf ("$dy7A&T) 
while (T--){ 


sbanf ("%d", gn); 
for\(int i = 1;i< = n;i++) 
for(int j = 1;j< = i;j++)scanf ("%d", &dp[i] [(j]); 
For(int 1 = n=-1i> = Li-=) 
for{int 3 = Tj< = 1473++) 
dp[i] [j]+ = max(dp[i+1] [j], dp[i+1] [j+1]); // 状 态 转移 方程 
printf ("$d\n", dp[1] [1]); 
} 
return 0; 
} 


本 题 时 间 复 杂 程度 为 O(nlogn)。 
3.7.2 ”免费 馅 饼 (难度 : 友 友 友 交 六) 
1. 题目 描述 


都 说 天 上 不 会 掉 馅 饼 ， 但 有 一 天 gameboy 正 走 在 回 家 的 小 径 上 ， 
把 的 馅 饼 。 说 来 gameboy 的 人 品 实在 是 太 好 了 ， 这 馅 饼 别 处 都 不 掉 ， 就 掉 落 在 他 身 旁 的 10 
米 范 围 内 。 当 然 馅 饼 如 果 掉 在 了 地 上 就 不 能 吃 了 , 所 以 gameboy 马上 逢 下 身上 的 背包 去 接 。 


















但 由 于 小 径 两 侧 都 不 能 站 人 ， 所 以 他 只 能 在 小 径 上 接 。 由 于 gameboy 平时 老 待 在 房间 里 玩 
游戏 ， 虽 然 在 游戏 中 是 个 身手 敏捷 的 高 手 ， 但 在 现实 中 运动 神经 特别 迟钝 ， 每 秒 种 只 有 在 
移动 不 超过 一 米 的 范围 内 接 住 坠 落 的 馅 饼 。 现 在 给 这 条 小 径 如 图 标 上 坐标 ; 


L 1 1 & 1 a 1 1 1 1 1 


人 


为 了 使 问题 简化 ， 假 设 在 接 下 来 的 一 段 时 间 里 ， 馅 饼 都 掉 落 在 0-10 这 11 个 位 置 。 开 
始 时 gameboy 站 在 5 这 个 位 置 ， 因 此 在 第 一 秒 ， 他 只 能 接 到 4、5、6 这 三 个 位 置 中 ， 其 中 
一 个 位 置 上 的 馅 饼 , 问 gameboy 最 多 可 能 接 到 多 少 个 馅 饼 ?( 假 设 他 的 背包 可 以 容纳 无 穷 多 
个 馅 饼 )。 

输入 格式 

输入 数据 有 多 组 。 每 组 数据 的 第 一 行为 正 整数 n(0 < n<100000)、 表示 有 个 馅 饼 掉 在 
这 条 小 径 上 。 在 接 下 来 的 n 行 中 ， 每 行 有 两 个 整数 x、 $a 00 )， 表 示 在 第 T 秒 有 
一 个 馅 饼 掉 在 x 点 上 。 同 一 秒 钟 在 同一 点 上 可 能 掉 下 多 。n=0 时 输入 结束 。 

输出 格式 

每 一 组 输入 数据 对 应 一 行 输出 。 ye gameboy 最 多 可 能 接 到 m 个 馅 





























饼 。 提 示 : 本 题 的 输入 数据 量 比较 大 ， f 读 入 ， 用 cin 可 能 会 超时 。 
输入 样 例 Ne 
6 入 Ng SE 
51 JM 


41 -YA x 
61 ~— SA 


95 < 风光 
| 天 工业 信和 
ON 

0 


输出 样 例 
4 


2. 题目 分 析 


乍 看 之 下 毫 无 头绪 ， 其 实 模型 和 数 塔 问题 是 一 样 的 ， 只 不 过 这 里 每 个 点 上 的 值 是 要 自 
己 算 的 。 下 面 从 简单 的 模型 开始 : 

假设 时 间 1 的 最 大 值 为 1， 那么 第 一 层 就 是 5， 第 二 层 就 是 4、5、6， 只 要 知道 在 这 些 
点 上 落 了 多 少 饼 ， 就 可 以 如 同 数 塔 问题 计算 了 。 

再 看 看 1=2 时， 第 三 层 是 3、4、5、6、7， 似 乎 一 切 进展 的 很 顺利 ， 确 实 如 数 塔 模型 
很 相似 。 不 过 这 里 要 注意 的 是 ， 每 个 点 的 后 继 状 态 有 三 个 ， 所 以 状态 转移 方程 应 该 是 

dlD+ = max(dp[itH[ 六 ], max(dp[i+ 1]0], dp[i+1]U+1])) 
最 后 要 注意 的 是 ， 因 为 只 是 在 0~10 范围 内 移动 , 0 点 和 10 点 的 后 继 分 别 是 0、1 和 9、 


10， 只 有 两 个 后 继 。 
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3， 问题 实 现 






这 里 假定 0~10 都 是 顶点， 实际 上 5 是 唯一 的 顶点 ， 所 以 存在 多 余 计算 。 不 过 这 样 处 
理 的 好 处 如 下 。 

(1) 多 处 理 的 计算 实际 很 少 ， 不 影响 算法 复杂 度 ; 

(2) 避免 了 细节 处 理 所 容 易 造成 的 失误 ， 代 码 易 书写 。 

本 题 时间 复 杂 程度 为 O(nlogn)。 


3.7.3 Dividing( 难 度 : 友 友 友 冯 六) 
1. 题目 描述 


两 个 人 分 珠宝 ， 已 知 珠宝 有 6 个 等 级 ， 对 应 的 价值 分 别 为 1、2、3、4、5、6， 现 在 给 
出 每 个 等 级 珠宝 的 数量 是 多 少 ， 问 两 人 能 否 等 价值 平分 这 些 珠宝 。 


@y 


输入 格式 

多 组 测试 数据 , 每 组 测试 数据 占 一 行 。 数 据 由 六 个 非 负 整数 mn.~n 组 成 ,分 别 对 应 价值 
从 1 到 6 六 种 珠宝 的 数量 。 已 知 n 夺 20000 。 数 据 以 最 后 一 行 六 个 0 为 结束 标志 。 

输出 格式 

对 于 每 组 测试 数据 输出 两 行 。 第 一 行 形 如 “Collection 账 :”，k 为 测试 组 数 ， 从 1 开始 。 
第 二 行 输出 ， 若 能 够 平分 ， 输 出 “Can be divided.” 和 否则， 输出 “Can't be divided.”。 

输入 样 例 








101200 

100011 

000000 
输出 样 例 -人 险 


/ 
Collection #1: 4 BN 
Can't be divided. 8 NS 
Collection #2: CA 

Can be divided. _ NANN 
2. 题目 分 析 # 
多 重 背包 问题 。 背 包 问 题 是 va 个 分 支 ， 讨 论 的 是 有 一 个 固定 大 小 的 包 ， 能 向 其 
tree % 

最 基础 的 是 0-1 背包 (每 祥 物 品 只 有 一 件 ): 


for(i = 1;1 pa 

ri = C(IL]r v==) 

Nl = max{dp[v], em 
这 里 A 由 高 到 低 的 顺序 ， 是 为 了 保证 每 个 状态 都 只 选 一 次 。 而 多 重 背包 (每 件 物 
品 有 多 个 ， 数 量 有 上 限 )， 可 以 把 他 转化 成 0-1 背包 ， 即 价值 < 四 的 物品 有 大 个 ， 可 以 看 作 
有 c[ 四 ，2xc 国 ，…，(2^xc[ 四 和 (C-(1+2+…+2^D)xc 四 的 物品 各 一 个 ， 因 为 任何 一 个 数字 
总 可 以 表示 成 2 的 早 次 方 之 和 加 上 一 个 小 于 2^ 的 数字 。 然 后 做 0-1 背包 。 

注 : 严 的 变化 区 间 为 天 -<c 国 : 因为 处 理 的 是 dp[V-c[i]]。 

3， 问 题 实 现 





























#include<cstdio> 
#include<cstring> 
int a[7], sum, b[100], n; 
int dp[60001]; 
int main(){ 
dot i je kr ont = Ly 
while (scanf ("%d%d%d%d%d%d", &a[l], &a[2], &a[3], &a[4], &a[l5], &a[6])!=EOF){ 


if(a[1]+a[2]+a[3]+a[4]+a[5]+a[6] == 0)break; 


sum = 07 // 总 价值 
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本 题 时 间 复 杂 程 度 为 O(nlogn)。 
3.7.4 Win the Bonus( 难 度 : 交友 友 克 六 ) 


1. 题目 描述 


给 定 一 个 正 整 数 m， 以 及 m 个 数字 串 (每 个 数字 串 长 度 小 于 4)， 并 相应 分 配 一 些 分 数 ， 
求 一 个 给 定 长 度 xz 入 10000 ) 的 序列 使 得 取 到 的 分 数 尽 可 能 大 且 字典 序 最 小 ( 若 该 序列 中 
包含 某 个 数字 ， 则 加 上 相应 分 数 )。 

输入 格式 

输入 包含 多 个 测试 ， 第 一 行为 两 个 正 整 数 m，n 接 下 来 m 行 ， 每 行 两 个 正 整数 ， 第 一 
个 为 给 定 的 数字 串 ， 第 二 个 为 其 分 配 的 分 数 ( 有 正 数 也 有 负数 )。 


@y 





输出 格式 
输出 一 个 长 度 为 n 的 数字 串 ， 该 串 的 得 分 最 大 且 在 得 分 最 大 的 所 有 串 中 它 的 字典 序 
最 小 。 
输入 样 例 
25 


356 20 
674 10 

输出 样 例 
00356 


2. 题目 分 析 从 
本 题 采用 动态 规划 方法 ， 设 数组 dp 中 中 表示 取 到 第 i 


7 的 最 大 值 ,考虑 到 字典 序 最 小 我 们 可 以 倒 过 来 计算 。 i 
= max(dp[i™1][t*10+7/10], dp[i]U]+score[t* 100+)]); i 







数字 组 成 的 两 位 数 为 
字 为 4 则 dp[i-1][t*10+/10] 


3， 问 题 实现 “A 
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本 题 时 间 复 杂 程 度 为 O(nlogn)。 
3.7.5 ”Monkey and Banana( 难 度 : 交友 交友 六 ) 


1. 题目 描述 

给 你 n 块 砖 块 , 长 宽 高 (x;,y,z) 已 知 , 每 种 砖 块 数量 无 限 , 砖 块 可 以 翻转 , 若 砖 块 A 能 
放 在 砖 块 B 上 则 要 求 A 的 长 和 宽 均 小 于 B 对 应 的 长 和 宽 ( 这 里 不 会 斜 放 的 )。 求 砖 块 可 以 堆 
释 的 最 大 高 度 。 

输入 格式 

输入 包含 多 组 数据 ， 每 组 测试 数据 第 一 行为 一 个 正 整数 mw 和 30， 然 后 是 n 行 ， 每 行 三 
个 正 整 数 x,y,z; ， 分 别 为 砖 块 的 长 宽 高 。 最 后 一 组 数据 输入 一 个 0 表示 结束 。 


@y 


输出 格式 
对 于 每 组 测试 数据 输出 格式 为 "Case case: maximum height = ans"， 其 中 ans 为 最 大 
高 度 。 
输入 样 例 
1 
10 20 30 
过 
68 10 
汪汪 水 


111 < 
222 

333 RS 
444 xs 
555 ,A 

666 kk 

357 Sr 


5 ~ 
31 41 59 


输出 样 例 
Case 1: maximum height = 40 
Case 2: maximum height = 21 
Case 3: maximum height = 28 
Case 4: maximum height = 342 
2. 题目 分 析 
本 题 采用 动态 规划 或 者 建 图 求 DAG 中 的 最 长 路 ， 这 里 笔者 采用 动态 规划 的 做 法 ， 首 
先 可 以 想到 砖 块 底面 的 长 和 宽 的 大 小 关系 是 确定 的 , 只 要 考虑 每 种 砖 块 的 高 是 多 少 就 行 了 ， 
而 且 相 同 砖 块 不 可 能 以 相同 底面 出 现 超过 一 次 。 故 每 种 砖 块 枚 举 它 的 至 多 三 次 , 一 共有 3*n 
块 砖 块 按照 底面 宽 从 小 到 大 排序 ， 宽 一 样 则 按 长 从 小 到 大 排序 。 
设 dp 四 表示 到 第 i 块 砖 块 时 所 能 到 达 的 最 大 高 度 ， 若 砖 块 j 之 上 可 以 放 i， 则 dp[i] = 


max(dp[, dp[j] +( 第 i 块 砖 块 的 高 度 )。 
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3， 问 题 实现 





GO we oem 
©O | 


printf ("Case %d: maximum height = %d\n", ++cnt, ans); 
} 
return 0; 
} 


本 题 时 间 复杂 程度 为 O(nlogn)。 
3.7.6 Railroad( 难 度 : 克 克 交友 六 ) 
1， 题目 描述 


给 定 C 个 城市 ，7 条 火车 线路 ， 每 条 线路 上 志 个 车 站 以 及 到 达 时 间 ， 给 定时 间 Time， 
我 们 出 发 时 间 不 得 早 于 Time， 给 定 出 发 车 站 以 及 目的 地 ， SR 的 地 最 早 时 


间 是 多 少 ， 若 到 达 时 间 一 样 早 ， 要 求 出 发 时 间 尽 量 晚 。 pF 





输入 格式 
多 组 测试 样 例 ， 第 一 行为 正 整 数 C， 若 为 0 则 输 "on 每 行为 站 点 名 
字 ， 然 后 火车 线路 数目 7， 接 下 来 了 组， SS 在 开 始 ， 接 下 ti， 每 行 先是 一 个 


整数 表示 时 间 ， 然 后 是 站 点 名 称 。 最 后 三 早出 发 时 间 )， 出 发 站 点 名 ， 
地 名 。 
输出 格式 





先 输出 “Scenario #case”， sg 志 若 能 到 达 目 的 地 ， 则 输出 
“Departure tl x” 


目的 


两 行 


“Arrival 2 y”, tl eDiets x、y 分 别 为 出 发 站 点 与 目 


的 地 站 点 的 名 称 。 -从 一 
输入 样 例 人 :A 


3 NY 
Tuttlingen 


Constance 
Freiburg 

3 

六 

0949 Tuttlingen 
1006 Constance 
2 

1325 Tuttlingen 
1550 Freiburg 
2 

1205 Constance 
1411 Freiburg 
0800 

Tuttlingen 
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Freiburg 

2 

Ulm 
Vancouver 





Ulm 


Vancouver 
0 / 俊 


输出 样 例 惧 
Scenario #1 将- 
Departure 0949 Tuttlingen LA 

个 


Arrival 1411 Freiburg XX 
| 


Ng 
Scenario #2 SS 
No connection 心 AS oe 
2， 题目 分 析 小 Vv 多 
我 们 从 起 始点 出 发 达 每 个 站 点 的 最 早 时 间 ” 然 后 反 向 ， 固 定 每 个 当前 站 点 的 
下 一 站 的 时 间 ， 使 每 个 站 点 的 出 发 时 间 尽 


3， 问 题 实现 、| PC . 








全 
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city = mp[s]; 
Eralmn[ldIlil = PIL(E city)s 
} 
了 
scanf ("%d", &Time); 
int a, b; 





scanf ("%s", sl1); 


a= mp[sl]; 
scanf ("%s", s2); 
b = mp[ls2]; 


PII res = solve(Time, a, b); 

printf ("Scenario #%d\n", ++cas); 

if(res.second ^ INF){ 忌 
printf ("Departure %.4d Ss\n", A 
printf("Arrival %.4d %s\n\n", SN > Ss )s 


} else{ 


puts ("No connection\n"); 六 SS 
} : 站 
) NS- 
AN 
return 0; > Xv 
Pe 


XA NS 
a NA 
本 题 时 间 复 杂 程 度 为 Olnlogn)。、 SNN 
> > 
Ir wv, Vx 
区 2 小 YX 结 1 “人 
x 》 3.8 ] \ WS 上 


动态 规划 算法 是 -种 很 灵活 的 解 题 方 潜 ? 它 常用 于 解决 多 阶段 最 优 决策 类 问题 ， 从 理 
论 上 讲 ， 任 何 拓 对 有 序 的 隐 式 图 中 的 搜索 都 可 以 应 用 动态 规划 算法 ， 在 时 间 效率 上 具备 穷 
举 搜索 等 算法 庞 法 比拟 的 优势 动态 规 划算 法 难点 在 于 问题 分 析 ， 看 其 是 否 具有 最 优 子 结 
构 、 子 问题 的 重合 性 两 个 要 素 。 

动态 规划 算法 的 4 个 步 又 包括 : 

(1) 找 出 最 优 解 的 性 质 ， 并 刻画 其 结构 特征 

(2) 递归 地 定义 最 优 值 ; 

(3) 自 底 向 上 的 方式 填 表 计 算出 最 优 值 

(4) 根据 计算 最 优 值 时 得 到 的 信息 ， 构 造 最 优 解 。 

掌握 动态 规划 的 技术 需要 深刻 理解 动态 规划 算法 的 本 质 ， 即 学 会 构造 最 优 决 策 表 来 描 
述 整个 求解 过 程 。 最 优 决策 表 是 一 个 二 维 表 ， 其 中 行 表示 决策 的 阶段 ， 列 表示 问题 状态 ， 
表格 需要 填写 的 数据 一 般 对 应 此 问题 的 在 某 个 阶段 某 个 状态 下 的 最 优 值 (如 最 短路 径 、 最 长 
公共 子 序列 等 )， 填 表 的 过 程 就 是 根据 递归 关系 ， 从 第 1 行 第 1 列 开始 ， 以 行 或 者 列 优先 的 
顺序 ,依次 填写 表格 , 最 后 根据 整个 表格 的 数据 通过 简单 的 取舍 或 运算 求 得 问题 的 最 优 解 。 
动态 规划 实质 上 是 一 种 以 空间 交换 时 间 的 技术 ， 以 填 表 的 方式 存储 保留 了 实现 过 程 中 的 各 
种 状态 ， 因 此 ， 它 的 空间 复杂 度 要 大 于 其 他 的 算法 。 

在 本 章 的 学 习 过 程 中 ， 为 了 更 好 地 理解 动态 规划 算法 ， 掌 握 动态 规划 算法 的 设计 与 实 
现 ， 我 们 给 出 了 ACM 几 个 经 典 问题 ， 例 如 数 塔 问题 、 免 费 馅 饼 问 题 、 珠 宝 分 类 问题 、Win 
the Bonus 问题 、Monkey and Banana 问题 、Railroad 问题 等 。 以 期 读者 能 活 学 活用 所 用 的 知识 。 





















































1， 防 卫 导 弹 问题 

问题 描述 ， 一 种 新 型 的 防卫 导弹 可 截击 多 个 攻击 导弹 。 它 可 以 向 前 飞行 ， 也 可 以 用 很 
快 的 速度 向 下 飞行 ， 可 以 毫 无 损伤 地 截击 进攻 导弹 ， 但 不 可 以 向 后 或 向 上 飞行 。 但 有 一 个 
缺点 ， 尽 管 它 发 射 时 可 以 达到 任意 高 度 ， 但 它 只 能 截击 比 它 上 次 截击 导弹 时 所 处 高 度 低 或 
者 高 度 相同 的 导弹 。 现 对 这 种 新 型 防卫 导弹 进行 测试 ， 在 每 一 次 测试 中 ， 发 射 一 系列 的 测 
试 导弹 (这 些 导弹 发 射 的 间隔 时 间 固 定 ， 飞 行 速度 相同 )， 该 防卫 导弹 所 能 获得 的 信息 包括 
各 进攻 导弹 的 高 度 ， 以 及 它们 发 射 次 序 。 4 

算法 设计 ， 现 要 求 编 一 个 程序 ， 求 在 每 次 测试 中 ， 四 二 导 六 最 多 能 堆 击 的 进攻 导 强 
数量 ， 一 个 导弹 能 被 截击 应 满足 下 列 两 个 条 件 之 一 : 

0 

(2) 它 是 在 上 一 次 被 截击 导弹 的 发 射 后 发 不 大 于 上 一 次 被 截击 导弹 的 高 度 
的 导弹 。 RS 
2， 轮船 


问题 描述 ， 有 一 个 国家 被 一 RN i 岸 和 北岸 总 共有 N 个 城镇 ， 
每 一 城镇 在 对 岸 都 有 唯一 的 友好 城镇 oben so 同 的 友好 城镇 。 每 一 对 友好 
城镇 都 希望 有 一 条 航线 来 往 . 于 是 他 们 向 政府 Pe 由 于 河 终年 有 雾 。 政 府 决定 不 
允许 有 任 两 条 航线 交叉 ( 如 果 两 条 航线 交叉 ，] 会 撞 船 )。 

算法 设计 : 信守 个 可 序 来 政府 窗 员 诡 们 应 拨款 兴建 哪些 航线 以 使 得 没有 出 现 
交叉 的 航线 


3， 数 字 三 角形 问题 

问题 描述 : 如 图 3.8 所 示 出 的 一 个 数字 三 角形 宝塔 。 数字 三 角形 中 的 数字 为 不 超过 100 
的 正 整数 。 现 规定 从 最 顶层 走 到 最 底层 ， 每 一 步 可 沿 左 斜 线 向 下 或 右 斜 线 向 下 走 。 假 设 三 
角形 行 数 小 于 等 于 100， 设 计 一 个 算法 ， 找 到 从 最 顶层 走 到 最 底层 的 一 条 路 径 ， 使 得 沿 着 
该 路 径 所 经 过 的 数字 总 和 最 大 ， 输 出 最 大 值 。 


















































2774 
和 


3.8 数字 三 角形 
算法 设计 : 输入 第 一 行 是 三 角形 的 行 数 N， 以 后 的 NN 行 分 别 是 输入 从 最 项 层 到 最 底层 


的 每 一 层 中 的 数字 。 输 出 最 佳 路 径 所 对 应 的 最 大 值 。 
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4. 汽车 加 油 行 驶 问题 

问题 描述 : 给 定 一 个 N*N 的 方形 网 格 ， 设 其 左上 角 为 起 点 O， 坐 标 为 (1，1), 半 轴 向 
右 为 正 ，7 轴 向 - 下 为 正 ， 每 个 方 格 边 长 为 1。 一 辆 汽车 从 起 点 @ 出 发 驶 向 右 下 角 终点 全 ， 其 
坐标 为 (W N)。 在 若干 个 网 格 交 叉 点 处 ,设置 了 油库 ， 可 供 汽车 在 行驶 途中 加 油 。 汽 车 在 行 
驶 过 程 中 应 遵守 如 下 规则 : 

(1) 汽车 只 能 沿 网 格 边 行驶 ， 装 满 油 后 能 行驶 K 条 网 格 边 。 出 发 时 汽车 已 装 满 油 ， 在 
起 点 与 终点 处 不 设 油库 ; 

(2) 当 汽 车 行驶 经 过 一 条 网 格 边 时 ， 若 其 六 坐标 或 了 坐标 减 小 ， 则 应 付费 用 B， 否 则 
免 付费 

G3) 汽车 在 行驶 过 程 中 过 油库 则 应 加 满 油 并 付 加 油 费用 4; 

(4) 在 需要 时 可 在 网 格 点 处 增设 油库 ， ala da Cl 加 油 费 用 4); 

(5) (1) 一 (4) 中 的 各 数 N、K、4、B、C 均 为 正 整 数 。 

算法 设计 ; Dn 办 的 行驶 路 线 。 

0-1 方 


















































数据 输入 由 文件 input.txt 提供 输入 数据 。 文 人 f 三 行 是 N，K，A，B,，C 的 值 ， 
2N<100，2 志 KK10。 第 二 行 起 是 阵 ， 每 行 N 个 值 ， 至 N+1 行 结 
束 。 em i(i, 站 处 设置 了 一 个 油库 ,为 0 时 表示 
未 设 油库 。 向 和 入 时 要 
结果 输出 :程序 运行 结 Wi a 即 最 小 费用 输出 到 
行 是 最 


文件 outputbdt 中 。 文件 的 第 1 人 i 
输入 文件 示例 二 - 出 文件 示例 


和 
input.txt output.txt 


93236 ) ， x 12 
000010000 * 人 yy 
na PP 
101000010 
000001001 
100100100 
010000010 
000010001 
100100010 
010000000 
5.， 彩 灯 变 幻 问题 
问题 描述 : 编号 为 1, 2,…,n 的 荔 彩 灯 依 次 围 成 一 个 圆 环 。 用 自动 开关 可 以 控制 每 蔓 
彩 灯 按 c 种 不 同 颜色 之 一 发 光 ， 构 成 绚丽 多 彩 的 彩 灯 环 。 开 关 的 1 次 动作 可 以 将 连续 排列 
的 不 超过 k 坊 彩 灯 同 时 变换 成 c 种 不 同 颜色 之 一 。 对 于 给 定 的 彩 灯 环 初始 状态 和 目标 状态 ， 
可 以 通过 开关 的 若干 次 动作 将 彩 灯 环 从 初始 状态 变换 到 目标 状态 。 在 彩 灯 变幻 问题 中 ， 彩 
灯 环 初始 状态 是 ” 萤 彩 灯 全 关闭 。 对 于 给 定 的 彩 灯 环 目标 状态 ， 彩 灯 变 幻 问题 要 求 用 最 少 
开关 动作 将 彩 灯 环 变换 到 目标 状态 。 


























CQ 动态 规划 = 
(9 -一 ee 


算法 设计 : 对 于 给 定 的 彩 灯 环 目标 状态 ， 计 算出 将 彩 灯 环 从 全 闭 状态 变换 到 目标 状态 
所 需 最 少 开关 动作 次 数 。 

数据 输入 : 由 文件 input.txt 提供 输入 数据 。 

第 1 行 中 的 3 个 正 整 数 为 mw c 和 kk， 其 中 为 彩 灯 环 的 灯 数 ，c 为 彩 灯 的 颜色 数 ， 颜 
ei No A od ea 
种 不 同 颜色 之 一 ， 且 满足 1<n<200,， 1<e， 。 接 下 来 的 1 行 中 有 n 个 正 整 数 
cc…c,， 表 示 彩 灯 环 的 目标 状态 ， ee ， lc <e, 1<i<n.。 
































结果 输出 : 将 计算 出 的 最 少 开 关 动 作 次 数 输出 到 文件 output.txt 中 。 
输入 文件 示例 输出 文件 示例 
input.txt output.txt 
522 4y- 伶 
12121 SS 
6.， 独立 任务 最 优 调度 问题 3 
问题 描述 : 用 2 台 处 理 机 A 和 B 处 理 n 二 i 个 作业 交 给 机 器 A 处 理 时 需要 




















时 间 @ ， 若 由 机 器 B 来 处 理 ， A i 很 可 
能 对 于 茶 此 有 a 六 而 对 于 某 上 让 有 a <b,。 刀 不 能 将 一 个 作业 分 开 由 2 台 机 
器 处 理 ， 也 没有 一 台 机 器 能 同时 SR 业 。 设 计 一 个 动态 规划 算法 ， 使 得 这 2 台 机 器 
处 理 完 这 n 个 作业 的 时 间 最 短 (从 位 何 一 台 机 器 开工 到 最 后 一 台 机 器 停工 的 总 时 间 )。 研 究 
一 个 实例 : (al, a2, a3, a4， a53a6)E(2， 5 710.5 2 Gb b2, b3, b4, b5, b6)=(3, 8, 4, 11, 3, 4)。 

















算法 设计 : 对 于 给 定 的 2 台 处 理 机 A 和 BB 处 理 亨 个 作业 ， 找 出 一 个 最 优 调度 方案 ， 使 
2 台 机 器 处 理 完 这 亏 个 作业 的 时 间 最 短 。 六 -> 
数据 输入 和 由 文件 inputtxt 提供 输入 数据 > 文件 的 第 1 行 是 1 个 正 整数 ,表示 要 处 理 


个 作业 。 接 下 来 的 2 行 中 ， 每 行 有 半 个 正 整数 ， 分 别 表示 处 理 机 A 和 B 处 理 第 i 个 作业 
需要 的 处 理 时 间 。 
结果 输出 程序 运行 结束 时 ， 将 计算 出 的 最 短处 理 时 间 输 出 到 文件 output.txt 中 。 


输入 文件 示例 输出 文件 示例 
input.txt output.txt 
6 15 
2371032 
3841134 

7， 石 子 合并 问题 


问题 描述 : 在 一 个 圆 形 操场 的 四 周 摆 放 N 堆 石 子 (W100)， 现 要 将 石子 有 次 序 地 合并 
成 一 堆 。 规 定 每 次 只 能 选 相 邻 的 两 堆 合并 成 新 的 一 堆 ， 并 将 新 的 一 堆 的 石子 数 ， 记 为 该 次 
合并 的 得 分 。 试 设计 一 个 算法 ， 由 文件 读 入 堆 数 N 及 每 堆 的 石子 数 (和 20)，@D 选 择 一 种 合 
并 石子 的 方案 ， 使 得 做 N-1 次 合并 ， 得 分 的 总 和 最 小 ; @ 选 择 一 种 合并 石子 的 方案 ， 使 得 
做 N-1 次 合并 ， 得 分 的 总 和 最 大 。 
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算法 设计 : 对 于 给 定 Y 堆 石子 ， 计 算 合并 成 一 堆 的 最 小 得 分 和 最 大 得 分 。 
数据 输入 : 由 文件 input.txt 提供 输入 数据 。 文 件 的 第 1 行 是 正 整数 NW，1 科 N 科 100， 
表示 有 N 堆 石子 。 第 2 行 有 N 个 数 ， 分 别 表示 每 堆 石子 的 个 数 。 








结果 输出 :给 计算 结果 输出 到 文件 output.txt。 文 件 第 1 行 的 数 是 最 小 得 分 ， 第 2 行 中 
的 数 是 最 大 得 分 。 
输入 文件 示例 输出 文件 示例 
Input.txt output.txt 
4 43 
4459 54 
J 





贪心 算法 


[从 
全 


RAN \ 


生活 中 经 常 可 以 遇 到 这 样 一 些 问题 ， RS 以 达到 资源 利用 
率 的 最 大 化 。 如 对 会 场 会 议 的 安排 、 对 赛场 比赛 的 安排 课程 的 安排 ， 以 及 扩展 到 电脑 中 
操作 系统 对 不 同 进程 资源 的 分 配 问题 。 而 贫 必 算法 目前 是 解决 这 种 安排 问题 比较 好 的 解法 
A WN \ 

顾名思义 ， 贪 心算 法 总 是 做 当前 看 来 最 好 的 选择 。 “也 就 是 说 贪心 算法 并 不 从 整体 
最 优 考虑 ， 它 所 做 出 的 选择 只 时 科 进 义 上 的 局 部 最 忱 汪 ， 当然 ， 希 望 贪心 算法 得 到 
的 最 终结 果 也 是 整体 最 优 的 3 re 但 对 许多 
问题 它 能 产生 整体 最 优 解 ;如 单 源 最 短路 径 问 \ 生 成 树 问题 等 。 在 一 些 情况 下 ， 贪 
心算 法 不 能 得 到 整体 最 优 解 ， a 

我 们 先 来 看 一 个 例子 ， 找 零钱 问题 。 假设 有 面值 为 5 元 、2 元 、1 元 、5 角 、2 角 、 
角 的 纸币 ， 需 要 找 给 顾客 4 元 6 角 现金 ， 如 图 4.1 所 示 。 为 使 付出 的 纸币 数量 最 少 ， 首 先 
选 出 1 张 面值 不 超过 4 元 6 角 的 最 大 面值 的 纸币 ， 即 2 元 ， 再 选 出 1 张 面值 不 超过 2 元 6 
角 的 最 大 面值 的 纸币 ， 即 2 元 ， 再 选 出 1 张 面值 不 超过 6 角 的 最 大 面值 的 纸币 ， 即 5 角 
再 选 出 1 张 面值 不 超过 1 角 的 最 大 面值 的 纸币 ， 即 1 角 ; 总 共 付出 4 张 纸币 。 















































4.1 找 零钱 问题 
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在 找 零钱 问题 每 一 步 的 贪心 选择 中 ， 在 不 超过 应 找 零 钱 金额 的 条 件 下 ， 只 选择 面值 最 
大 的 纸币 ， 而 不 去 考虑 在 后 面 看 来 这 种 选择 是 否 合理 ， 且 它 还 不 会 改变 决定 : 一 旦 选 出 了 
一 张 纸币 ， 就 永远 选 定 。 找 零钱 问题 的 贪心 选择 策略 是 尽 可 能 使 付出 的 纸币 最 快 地 满足 支 
付 要 求 ， 其 目的 是 使 付出 的 纸币 张 数 最 慢 地 增加 ， 这 正体 现 了 贪心 法 的 设计 思想 。 














4.1 活动 安排 问题 


该 问题 要 求 高 效 地 安排 一 系列 争 用 某 一 公共 资源 的 活动 。 贪 心算 法 提供 了 一 个 简单、 
漂亮 的 方法 使 得 尽 可 能 多 的 活动 能 兼容 地 使 用 公共 资源 。 

设 有 个 活动 的 集合 E={1,2,…,n)} ， 每 个 活动 都 要 求 使 用 同一 资源 ， 如 演讲 会 场 等 
而 在 同一 时 间 内 只 有 一 个 活动 能 使 用 这 一 资源 。 每 个 活动 ;都 有 二 企 要 求 使 用 该 资源 的 起 
SO RR me 
用 中 源 。 关 区 间 [5,) 与 区 间 [ 力 ) 不 相交 ， 则 称 活 和 < 7 是 相 容 的 。 也 就 是 说 ， 当 
呈 关 力 或 9 之 帮 时 ， 活 动 1 与 活动 / 相 容 。 LA 下 

ee a 贸 
心算 法 有 效 求解 的 很 好 例子 。 由 于 输入 的 活动 以 其 完成 时 间 的 非 减 序 排列 ， 所 以 算法 
TO 
种 方法 选择 相 容 活动 为 未 安排 活动 留 下 尽 可 能 多 的 时 间 。 下 就 是 说 ， 该 算法 的 贪心 选择 的 
意义 是 使 剩余 的 可 安排 时 间 段 极 大 化 ， 以 便 安排 尽 可 能 多 的 相 容 活 动 。 

多 jn 设 竺 宰 的 1 后 开 时 间 和 人 于 间 的 于 9HnT 表 41 
所 示 。 2 | eS 

CP 表 4.1 活动 时 间 列 表 
| a | sa| sll [|| | 
| 1 |; 0 ;| ;| :|| :| :| :i 
| lolnlalala 


算法 的 计算 过 程 如 图 4.2 所 示 。 图 中 每 行 相应 于 算法 的 一 次 迭代 。 阴 影 长 条 表示 的 活 
动 是 已 选 入 集合 4 的 活动 ， 而 空白 长 条 表示 的 活动 是 当前 正在 检查 相 容 性 的 活动 ， 若 被 检 
查 的 活动 i 的 开始 时 间 小 于 最 近 选 择 的 活动 j 的 结束 时 间 ， 则 不 选择 活动 i ， 否 则 选择 活动 
i 加 入 集合 4 中 。 
贪心 算法 并 不 总 能 求 得 问题 的 整体 最 优 解 。 但 对 于 活动 安排 问题 ， 贪 心算 法 却 总 能 求 
得 的 整体 最 优 解 ， 即 它 最 终 所 确定 的 相 容 活动 集合 4 的 规模 最 大 。 这 个 结论 可 以 用 数学 归 
纳 法 证 明 。 
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全 之 
NS 图 4.2 “计算 过 程 示例 
活动 安排 问题 程序 实现 如 下 : 
void sort (int s[], int f[], int n){ // 把 各 个 活动 的 起 始 时 间 和 结束 时 间 按 结束 
时 间 递 增 排序 


int ay b? 


le ee 
for(i = 0;i<n;i++){ 
for(j = itl;j<n;j++){ 
if£(£[i]>f£[j])t{ 
w= fTILIEILY] = EE = 


b= s[lil;s[li] = s[j];s[j] = b;} 
二 
} 
} 
int greedySelector(int s[]， int f[]，bool a[]，int n){ // 贪 心 法 检查 每 个 活动 i 
af0] = 1; 


dne 2 


算法 设计 、 分 析 与 应 用 教程 
Re 





此 算法 的 效率 极 高 。 当 输入 的 活动 已 按 结束 时 间 的 非 减 序 排列 ， 算 法 只 需 O(n) 的 时 间 
安排 n 个 活动 , 使 最 多 的 活动 能 相 容 地 使 用 公共 资源 。 如 果 所 给 出 的 活动 未 按 非 减 序 排列 ， 
可 以 用 O(nlogn) 的 时 间 重 排 。 


4.2 ”贪心 算法 的 理论 基础 
贪心 算法 (又 称 贪 禁 算法 ) 是 指 ， 在 对 问题 求解 时 ， 总 是 做 出 在 当前 看 来 是 最 好 的 选择 。 
也 就 是 说 ， 不 从 整体 最 优 上 加 以 考虑 ， 所 做 出 的 仅 是 在 某 种 意义 上 的 局 部 最 优 解 。 贪 心算 


法 不 是 对 所 有 问题 都 能 得 到 整体 最 优 解 ， 但 对 范围 相当 广泛 的 许多 问题 他 能 产生 整体 最 优 
解 或 者 是 整体 最 优 解 的 近似 解 。 


@y 


(CO 
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4.2.1 贪心 算法 的 基本 思想 


贪心 算法 是 一 步 一 步 地 进行 , 根据 某 个 优化 测试 , 第 一 步 都 要 保证 能 获得 局 部 最 优 解 。 
若 下 一 个 数据 与 部 分 最 优 解 连 在 一 起 不 再 是 可 行 解 时 ， 就 不 把 该 数据 添加 到 部 分 解 中 ， 直 IN 
到 把 所 有 数据 枚 举 完 或 不 能 再 添加 为 此 。 这 种 能 够 得 到 某 种 度量 意义 下 的 最 优 解 的 分 级 处 <_ 
理 方法 称 为 贪心 法 。 方 法 的 “ 贪 禁 性 ”反映 在 对 当前 情况 总 是 作 最 大 限度 的 选择 ， 即 贪心 
算法 总 是 做 出 在 当前 看 来 是 最 好 的 选择 。 

其 基本 思想 是 从 问题 的 某 一 个 初始 解 出 发 ， 向 给 定 的 目标 推进 。 但 它 与 普通 递 推 求解 
过 程 不 同 的 是 ， 其 推动 的 每 一 步 不 是 依据 某 一 固定 的 递 推 式 ， 而 是 做 一 个 当时 看 似 最 佳 的 
贪心 选择 ， 不 断 地 将 问题 实例 归纳 为 更 小 的 相似 的 子 问 题 ， 并 期 望 通过 所 做 的 局 部 最 优选 
择 产 生出 一 个 全 局 最 优 解 。 











和 
4.2.2 贪心 算法 的 基本 要 素 KS 
\ 
贪心 算法 ”一般 具 有 2 个 重要 的 性 质 ， 贪 心 选 择 性 质 和 最 居 子 结构 性 质 。 
1， 贫 心 选择 性 质 NE 


NS 

所 谓 信 心 选择 性 质 是 指 所 求 问题 的 整体 最 优 解 可 以 通过 一 系列 局 部 最 优 的 选择 ， 即 信 
心 选择 来 达到 。 这 是 贪心 算法 可 行 的 第 一 个 著 本 要 素 ， 也 是 贪心 算法 与 动态 规划 算法 的 主 
要 区 别 。 SS 
我 们 知道 ， 动 态 规划 短 法 通常 以 自 让 向 上 的 方式 解 各 于 问 题 ， 而 食 心 算法 风 通 常 以 自 
项 向 下 的 方式 进行 ， 以 迁 代 的 方式 做 出 相继 的 贪心 选择 狂 作 一 次 贪心 选择 就 将 所 求 问 是 
简化 为 规模 更 小 的 子 问题 。 WA 从 

对 于 一 个 具体 问题 六 要 确定 它 是 否 具有 贪心 选拔 性质， 必须 证 明 每 一 步 所 作 的 贪心 和 
择 最 终 导 致 问题 的 整体 最 优 解 。 NS 

2， 最 优 握 结构 性 质 用 

当 一 个 问题 的 最 优 解 包含 其 子 问 题 的 最 优 解 时 ， 称 此 问题 具有 最 优 子 结构 性 质 。 问 是 
的 最 优 子 结构 性 质 是 该 问题 可 用 动态 规划 算法 或 贪心 算 法 求解 的 关键 特征 。 

贪心 算法 较为 简便 ， 效 率 也 更 高 ， 但 求 出 的 不 一 定 是 整体 最 优 解 。 而 动态 规划 通过 先 
求 子 问题 的 解 ， 然 后 通过 子 问题 的 解构 造 原 问题 的 解 ， 其 相对 复杂 。 动 态 规划 方法 通过 若 
干 局 部 最 优 解 的 比较 ， 去 掉 了 次 优 解 ， 需 要 依赖 子 问题 的 解 进行 递归 填 表 ， 最 后 得 到 整体 
最 优 解 。 详 见 表 4.2。 




















表 4.2 动态 规划 和 贪心 算法 的 区 别 






















算法 名 称 基本 思想 依赖 子 问题 的 解 | 解 问题 的 方向 
贪心 算法 | 。 贪心 选择 否 自 项 向 下 局 部 最 优 | 简单 有 效 












动态 规划 递归 定义 填 表 是 自 底 向 上 








Q@ 贪心 算法 通常 用 来 解决 具有 最 大 值 或 最 小 值 的 优化 问题 。 它 是 从 某 一 个 初始 状态 出 发 ， 根 据 当前 局 部 
而 非 全 局 的 最 优 决 策 ， 以 满足 约束 方程 为 条 件 ， 以 使 得 目标 函数 的 值 增 加 最 快 或 最 慢 为 准则 ， 选 择 一 


个 最 快 达到 要 求 的 输入 元 素 ， 以 便 尽快 地 构成 问题 的 可 行 解 。 
os 
和 


4.2.3 ”贪心 算法 的 基本 步骤 


其 基本 步骤 主要 包括 如 下 4 个 部 分 。 

(1) 选 定 合适 的 贪心 选择 的 标准 

当 我 们 选 定 一 个 贪心 选择 标准 ,“ 贪 心 序列 ”中 的 每 项 互 异 且 当 问 题 没有 重 肥 性 时 ,可 
贪心 算法 取得 (近似 ) 最 优 解 ， 但 是 当 一 个 问题 具有 多 个 最 优 解 时 ， 贪 心算 法 并 不 能 求 出 
所 有 最 优 解 。 

(2) 证 明 在 哪些 标准 下 该 问题 具有 贪心 选择 性 质 

整体 的 最 优 解 是 通过 一 系列 局 部 最 优选 择 ， 即 贪心 选择 来 达到 的 。 即 假设 问题 的 一 个 
整体 最 优 解 ， 并 证 明 可 修改 这 个 最 优 解 ， 使 其 以 贪心 算法 开始 。 

(3) 证 明 该 问题 具有 最 优 子 结构 性 质 y 

当 一 个 问题 的 最 优 解 包含 其 子 问 题 的 最 优 解 时 ， 称 此 问题 优 子 结构 性 质 。 问 题 
的 最 优 子 结构 性 质 是 该 问题 可 用 动态 规划 算法 或 贪心 算法 求解 的 关键 特征 。 在 活动 安排 问 


题 中 ， 其 最 优 子 结构 性 质 可 通过 如 下 方式 证 明 : A 
车 4 是 对 于 巨 的 活动 安排 问题 包含 活动 1 Wan 则 相 容 活动 集合 4'= 4- 颁 
是 对 于 E'={ieE:s, 宇 由 } 去 的、 
(4) 根据 贪心 选择 的 标准 ， 写 出 贪心 选择 的 算法 ， 求 得 最 优 解 
贪心 算法 求 最 优 解 的 一 RS 


Greedy (C){ 


-i > 
while (not soluti > VA 六 一 个 解 
x = selec 2 C 中 做 贪心 选择 
if constraint (S，x) 人 sn 和 RE 
NOT x); * 谍 
Ne {xj7 多 
} 


return S; 



































其 中 ， 为 了 构造 问题 的 解决 方案 ， 有 一 个 候选 集合 C 作为 问题 的 可 能 解 ， 问 题 的 最 终 解 均 
取 自 于 候选 集合 C。 例 如 ， 在 找 零钱 问题 中 ， 各 种 面值 的 纸币 构成 候选 集合 ; 

随 着 贪心 选择 的 进行 ， 解 集合 5 不 断 扩展 ， 直 到 构成 一 个 满足 问题 的 完整 解 。 例 如 ， 
在 找 零钱 问题 中 ， 已 付出 的 纸币 构成 解 集合 ， 初 始 解 集合 为 空 集 

solution( ) 是 可 行 解 函数 ， 检 查 解 集合 8 是 否 构 成 问题 的 一 个 可 行 解 。 例 如 ， 在 找 零钱 
问题 中 ， 解 决 函 数 是 已 付出 的 纸币 金额 恰好 等 于 应 找 零钱 ; 
select( ) 是 选择 函数 ， 即 贪心 策略 ， 这 是 贪心 法 的 关键 ， 它 指出 哪个 候选 对 象 最 有 希望 
构成 问题 的 解 ， 选 择 函 数 通常 和 目标 函数 有 关 。 例 如 ， 在 找 零钱 问题 中 ， 贪 心 策略 就 是 在 
候选 集合 中 选择 面值 最 大 的 纸币 ; 

constraint( ) 是 约束 函数 : 检查 解 集合 中 加 入 一 个 候选 对 象 是 否 满 足 约束 条 件 。 例 如 
在 找 零钱 问题 中 ， 约 束 函数 是 每 一 步 选 择 的 纸币 和 已 付出 的 纸币 相 加 不 超过 应 找 零钱 。 
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4.3 删 数 问题 


在 给 定 的 于 个 数字 的 数字 串 “区 ”中 ， 删 除 其 中 K(k<n) 个 数字 
后 ， 剩 下 的 数字 按 原 次 序 组 成 一 个 新 的 正 整 数 。 请 确定 删除 方案 ， 使 得 剩 下 的 数字 组 成 的 
新 正 整数 最 大 。 例 如 ， 在 整数 762191754639820463 中 删除 6 个 数字 后 ， 所 得 最 大 整数 为 
多 大 ? 

设 本 问题 为 7 ， 其 最 优 解 4= (0 六) 表示 依次 删 去 的 大 个 数 ， 在 删 去 上 个 数 后 番 
下 的 数字 按 原 次 序 排 成 的 新 数 ， 即 最 优 值 记 为 7, 。 


4.3.1 贪心 策略 选择 , 伦 


操作 对 象 是 一 个 可 以 超过 有 效 数字 位 数 的 位 高 精 / A 储 在 数组 a 中 。 在 整数 的 
位 数 固定 的 前 提 下 ， 让 高 位 的 数字 尽量 大 ， Sr ww 

当 k=1 时 , 在 位 整数 中 删除 哪 - a ? 从 左 到 右 每 相 邻 的 两 个 数字 比 
较 : 若 左边 数字 小 于 右边 数字 ， 则 删除 左 ; 若 所 有 数字 全 部 降序 或 相等 ， 则 删 
除 最 右边 的 小 数字 。 A 一 个 数 ， 使 高 位 的 数字 尽量 大 。 每 做 一 次 选 








择 就 将 所 求 问题 简化 为 规模 更 小 的 de 
4.3.2 ”最 优 子 结构 
每 次 删除 一 个 数字 ， 至 一 个 使 利 下 的 数 Ar 选择 这 样 “ 贪 心 ” 


操作 ， 是 因为 删 个 数字 的 4 全 局 最 优 解 包 念 了 即 该 问题 具 
有 最 优 子 结 RPR 

证 明 : 

在 进行 了 贪心 选择 后 ， 原 问题 就 变 成 了 如 何 删 去 -1 个 数 的 问题 7'， 是 原 问题 的 子 
问题 。 若 4=(x,,4") 是 原 问 题 7 的 最 优 解 ，4' 则 是 子 问题 7' 的 最 优 解 ， 其 最 优 值 为 7' 。 

假设 4' 不 是 子 问题 7' 的 最 优 解 ， 而 是 最 优 解 B'， 其 最 优 值 记 为 7,'， 则 有 7,'<T' 。 
根据 7, 的 定义 ， 可 知 

多 x < + 10"/ =T, 

即 存在 一 个 由 个 数字 的 数字 串 删 去 1 位 数 后 得 到 的 -1 位 数 比 最 优 值 7, 更 小 。 这 与 7 
为 问题 7 的 最 优 值 相 矛 盾 。 因 此 ，4' 是 子 问题 7' 的 最 优 值 。 
此 ， 删 数 问题 满足 最 优 子 结构 性 质 。 


4.3.3 ”算法 实现 



































#include "stdafx.h" 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
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针对 上 述 代码 ， 对 整数 n= 178543， 删 除 的 数字 数 s= 4， 所 得 删 数 的 过 程 如 下 : 
(D n= 178543 { 删 掉 1} 

(2) n=78543 { 删 掉 7} 

(3) n= 8543 { 删 掉 3} 

(4) n= 854 { 删 掉 4} 

(5) n= 85 { 解 为 85} 


4.3.4 ”复杂 度 分 析 


删 数 问题 算法 的 主要 计算 时 间 在 于 数字 的 比较 和 移 位 。 因 此 ， 算 法 的 时 间 复 杂 度 为 


O(D。 


@y 
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4.4 背包 问题 


给 定 n 种 物品 (每 个 物品 仅 有 一 件 ) 和 一 个 容量 为 C 的 背包 ， 物 品 i 的 重量 是 w， 其 价 
值 为 w，1 i< n， 如 何 选 择 装 入 背包 的 物品 ， 使 得 装 入 背包 中 物品 的 总 价值 最 大 ? ( 注 : 
可 以 选择 物品 i 的 一 部 分 ， 而 不 一 定 要 全 部 装 入 背包 。) 


为 此 ， 设 表示 物品 i 装 入 背包 的 情况 ， 根 据 问题 的 要 求 ， 约 束 条 件 为 wx < C 





其 中 ，0<x <10<i<n); 目标 函数 为 max 了 vx 。 


于 是 ， 背 包 问 题 归结 为 寻找 一 个 满足 约束 条 件 式 ， 并 sf 式 达 到 最 大 的 解 向 量 
(Hi) RAN 

我 人 知道， 背包 问题 有 3 种 看 似 合理 的 贪心 策 wp 

(1) 选择 价值 最 大 的 物品 max(v)， ek 快 地 增加 背包 的 总 价值 。 但 是 
虽然 每 一 步 选 择 获 得 了 背包 价值 的 极 大 增 站 容量 却 可 能 消耗 得 太 快 ， 使 得 装 入 背 
包 的 物品 个 数 减 少 ， 从 而 不 能 保证 目标 函 

QQ) 选择 重量 最 轻 的 物品 min0w); eg 
总 价值 但是， 虽然 每 一 Ce se 妈 但 背包 的 价值 却 没 能 保证 迅速 
PT Co 

0 et en 
间 寻 找平 衡 

例如 ， 有 3 不 和 :其 重量 分 别 是 人 法 站》 兴 什 分 别 为 16.12. 5}， 理 包 的 容量 为 
pe 入 背包 的 物品 和 获得 的 价值 如 图 4.3 所 示 。 


gol bE 
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3 个 物品 及 背包 贪心 策略 1 贪心 策略 2 信心 第 略 3 


图 4.3 三 种 贪心 策略 的 比较 


4.4.1 ”最 优 子 结 构 性 质 

选择 应 用 第 三 种 贪心 策略 ， 每 次 从 物品 集合 中 选择 单位 重量 价值 最 大 的 物品 ， 如 果 其 
重量 小 于 背包 容量 ， 就 可 以 把 它 装 入 ， 并 将 背包 容量 减 去 该 物品 的 重量 ， 然 后 我 们 就 面临 
了 一 个 最 优 子 问题 一 一 它 同样 是 背包 问题 ， 只 不 过 背包 容量 减少 了 ， 物 品 集合 减少 了 。 因 
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此 ， 背 包 问 题 具 有 最 优 子 结构 性 质 。 
4.4.2 ”贪心 选择 性 质 

设 物品 按 单位 重量 价值 w/w; 从 高 到 低 排 序 ，(w,x%,…,x,) 是 背包 问题 的 一 个 最 优 解 ， 
又 设 k= lim {i|% 友 0}。 易 知 ， 如 果 给 定 的 最 优 装 载 问 题 有 解 ， 则 1 入 ;入 ”。 


(D =1 时 ，(%, 加 ,…,w) 是 一 个 满足 贪心 选择 性 质 的 最 优 解 ; 
(2) k>1 时 ， 设 有 一 个 集合 (G3,y…,)， 其 中 = /Vxh、W=0，J=%、 
2<i<n，izk， 则 





Dy Dw mt CC 因为 W/m >v/ WwW) 

因此 ，(y,y,…,y) 是 所 给 最 优 装 载 问 题 的 可 行 解 。 

另 一 个 方面 , 由 六 wy = 六 wx 知 ，(y5 "天 ee 所 以 ， 
背包 问题 具有 贪心 选择 性 质 。 

站 

4.4.3 ”算法 实现 Soy 

首先 计算 每 种 物品 单位 重量 的 价值 Co we 依 贪心 选择 策略 ， 将 尽 可 能 多 的 单位 
重量 价值 最 高 的 物品 装 入 背包 。 若 全 部 装 入 背包 后 ， 背 包 内 的 物品 总 重量 未 超 
这: 风 罗 省 站 位 各 攻 作 利 关 玫 引 浊 尽 可 能 儿 地 并 全 依 此 策略 一 直 地 进行 下 去 ， 


直到 背包 装 满 为 止 。 > 
对 应 的 代码 实现 如 下 :> 
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printf ("\ 排 序 后 的 物品 是 : \n"); 
for(i = 0;i<n;it+t){ // 输 出 物品 
printf(” SG， wpli] 1)s 
printf(™ %f", wp[li].w); 
Printf(" SEA wplale ws 
printf("\n"); 
} 
maxprice = find(wp, n, C); 
printf("\ 物 品 的 总 价值 为 : $f"，maxprice); 
system("pause"); 
return 0; 
} 
背包 问题 的 另 一 种 形式 称 为 “0-1 背包 问题 ” 即 在 选择 装 入 背包 的 物品 时 ， 对 每 种 物 
品 i 只 有 2 种 选择 ， 即 装 入 背包 或 不 装 入 背包 。 pr 多 次 ， 也 不 能 只 装 入 
部 分 的 物品 六 我 们 讲述 的 背包 问题 与 之 类 似 ， 所 不 同 的 是 在; 品 i 装 入 背包 时 ,可 以 
选择 物品 i 的 一 部 分 ， 而 不 一 定 要 全 部 装 入 背包 ，1 志 in。\ 这 两 类 问题 都 具有 最 优 子 结构 
性 质 , 极为 相似 ， et 包 问 题 却 不 能 用 贪心 算法 求解 。 
DR 











1 

对 于 0-1 背包 问题 ， 贪 心 选择 之 所 以 不 能 解 是 因为 在 这 种 情况 下 ， 它 无 法 保 
证 最 终 能 将 背包 装 满 ， WE E 量 背包 空间 的 价值 降低 了 。 事实 上 ， 
在 考虑 0-1 背包 问题 时 ， 应 比较 选择 该 物品 和 不 选择 该 物品 所 导致 的 最 终 方案 ， 然 后 再 做 
出 最 好 选择 。 由 此 就 导出 许多 互相 重 ; 问题 。 这 正 是 该 问题 可 用 动态 规划 算法 求解 的 
另 一 重要 特征 。 实际 上 也 是 如 此 后面 讲 的 动态 规划 算法 的 确 可 以 有 效 地 解决 0-1 背包 
问题 。 0 和 Vx 

加 x 

4.4.4 复杂 度 分 析 ~— 


me 2 EC 
oo 品 依 其 单位 重量 的 价值 从 大 到 小 排序 。 
i 
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此 ， 算 法 的 时 度 为 O(nlogn)。 
4.5 ”最 优 装 载 问题 


有 一 批 集装箱 要 装 上 一 稻 载 重量 为 C 的 轮船 。 其 中 ， 集 装 箱 i 的 重量 为 w,。 最 优 装载 
问题 要 求 确定 在 装载 体积 不 受 限制 的 情况 下 ， 将 尽 可 能 多 的 集装箱 装 上 轮船 。 











该 问题 可 形式 化 描述 为 
max Ss 
i 
其 中 ， Sw 夺 C, x ef0,1, 1 二 i<n。 变量 x =0 表 示 不 装 入 集装箱 i，x, =1 表 示 装 入 集 
a 

装 箱 i 。 

最 优 装载 问题 可 用 贪心 算法 求解 。 采 用 重量 最 轻 者 先 装 的 贪心 选择 策略 ， 可 产生 最 优 
装载 问题 的 最 优 解 。 


@r 
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4.5.1 贪心 选择 性 质 


当 载 重量 为 定 值 C 时 ，w 越 小 时 ， 可 装载 的 集装箱 数量 n 越 大。 问题 划分 为 i 个 子 问 
题 ， 只 要 依次 选择 最 小 重量 集装箱 ， 满 足 小 于 等 于 C。 原 问题 即 可 由 i 个 子 问题 的 最 优 解 
得 到 整体 的 最 优 解 。 所 以 ， 最 优 装 在 问题 具有 贪心 选择 性 质 。 

设 集装箱 已 依 其 重量 从 小 到 大 排序 ，(xm ,zx ) 是 最 优 装载 问题 的 一 个 最 优 解 , 又 设 
= min{i|x% = 。 易 知 ， 如 果 给 定 的 最 优 装载 问题 有 解 ， 则 1<i<n。 

(1) =1 时 ，(%,%3…,%,) 是 一 个 满足 贪心 选择 性 质 的 最 优 解 ; 

(2) k>1 时 ， 取 y=1, =0, y=%， 1<i<n，izk， 则 


Dw ts cP <C 为 过 Sy) 
此 ， (0sys.…) 是 所 给 最 优 装载 问题 的 可 行 解 <、 
另 一 个 方面 ， 由 转 = 半生 知 ，Gw3ss…y 和 


XX 


最 优 装载 问题 具有 贪心 选择 性 质 。 se 
4.5.2 ”最 优 子 结构 性 质 \S 
NSSF 
设 Ga.…%s) 是 最 优 装 载 问题 的 满足 贪心 选择 性 质 的 最 优 解 ， 则 易 知 ，x =1， 
Co) 是 轮船 载重 量 为 C 一 由 ， 待 装 船 集 装 为 人 23… 作 时 相应 最 优 装 栽 问题 的 最 
优 解 。 也 就 是 说 ， 最 优 装载 问 ele he 和 
由 于 最 优 装载 问题 的 焦 心 选择 性 质 和 最 优 子 结构 性 质 ， 最 优 装载 问题 符合 灸 心算 法 。 
< -不 
4.5.3 算法 户 ~ AS 
根据 上 述 的 分 析 ， 最 优 装 问题 对 应 的 代码 如 下 


#include<stdio.h> 

#include<stdlib.h> 

void Swap (int gx, int &y){ // 交换 
dn er 
t=x;x= yy=t; 

} 

void sort (int w[], int t[], int n){ // 排 序 ， 由 小 到 大 
for(int m = 0;m<n; m++){ // 为 每 个 物品 编 序号 


七 rm] = my 



























































int i, j; 

int lastExchangeIndex; 

:i 

while (i>0){ 
lastExchangeIndex = 0; 
for(j = 0;j<i; j++){ 


内 
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4.5.4 复杂 度 分 析 


该 算法 的 主要 计算 量 在 于 将 集装箱 依 其 重量 从 小 到 大 排序 ， 故 最 优 装载 问题 算法 所 需 
的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn)。 


@y 





CC re sen 
(9 ee 


4.6 单 源 最 短路 径 


在 日 常生 活 中 ， 如 果 需 要 常常 往返 A 地 区 和 B 地 区 之 间 ,我 们 最 希望 知道 的 可 能 是 从 
A 地 区 到 B 地 区 间 的 众多 路 径 中 ， 哪 一 条 路 径 的 路 途 最 短 。 

最 短路 径 问 题 是 图 论 研究 中 的 一 个 经 典 算法 问题 ， 则 在 寻找 图 (由 结 点 和 路 径 组 成 的 ) 
中 两 结 点 之 间 的 最 短路 径 。 如 果 给 定 带 权 有 向 图 G= (六 巴 ) ， 其 中 每 条 边 的 权 是 非 负 实数 。 
另外 ,还 给 定 亚 中 的 一 个 顶点 ， 称 为 源 。 现 在 要 计算 从 源 到 所 有 其 他 各 项 点 的 最 短路 长 度 。 
这 里 路 的 长 度 是 指 路 上 各 边 权 之 和 。 这 个 问题 通常 称 为 单 源 最 短路 径 问题。 

Dijkstra 算法 是 典型 最 短路 算法 ， 用 于 计算 一 个 结 pt 结 点 的 最 短路 径 。 主 要 
re 


4.6.1 算法 基本 思想 


设 G=( 广 本 是 一 个 带 权 有 向 图 , 把 图 中 han 第 一 组 为 已 求 出 最 短路 
ee 条 最 短路 径 ， 就 将 访 
路 径 中 的 顶点 加 入 到 集合 8 中 ， 点 都 加 入 到 $ 中 ， 算 法 就 结束 了 )， 第 二 组 为 其 
余 未 确定 最 短路 径 的 顶点 集合 (用 放 - ptt 的 递增 次 序 依次 把 第 二 组 的 
顶点 w 加 入 5 中。 在 加 入 的 过 程 中 ， 总 保持 从 源 各 顶点 的 最 短路 径 长 度 不 大 于 
从 源 点 % 到 -8 中 任何 点 的 最 短路 径 长 度 .、\ 

此 外 ， 每 个 顶点 对 应 一 个 距离 ，S 申 项 点 色 ed 
VS 中 项 点 的 路 离 是 从 w 到 此 顶点 只 包括 SS 中 的 顶点 为 中 间 顶 点 的 当前 最 短路 径 长 度 。 

例如 对 于 注 项 点 W ， 首 先 选择 其 直接 相 邻 的 顶点 中 长 度 最 短 的 顶点 w， 那 么 当前 已 知 
可 得 从 w 到达 v 顶点 的 最 短 距离 wst[7]= min {dist[/],dist[i] +matrix [i][7]} 

对 图 4.4 中 的 有 向 图 , 应 用 Dijkstra 算法 计算 从 源 点 1 到 其 他 项 点 最 短路 径 的 过 程 列 在 
表 4.3 中 。 





















































图 4.4 一 个 带 权 的 有 向 图 
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表 4.3 Dijkstra 算法 的 迭代 过 程 









dist[2] dist[3] dist[4] dist[5] 























初始 | {1} oo 30 | 100 
1 | a2 2 60 30 | i 
2 | 24 50 30 | 9% 
3 | (0243 50 30 | 6 
4 {L243 50 30 60 





上 述 Dijkstra 算法 只 求 出 从 源 项 点 到 其 他 顶点 间 的 最 短路 径 长 度 。 如 果 还 要 求 出 相应 
的 最 短路 径 , 可 以 用 算法 中 数组 prev[] 记录 的 信息 求 出 相应 的 最 短路 径 。 算 法 中 数据 prev[i] 
记录 的 是 从 源 到 顶点 i 的 前 一 个 项 点。 初始 时 ， 对 所 有 i#1， 置 prev[i]=w。 在 Dijkstra 
算法 中 更 新 最 短路 径 长 度 时 ， 只 要 dist[u]+ matrix[u][i]< dist[i] 时 入 就 置 prev[i]=u。 当 
Dijkstra 算法 终止 时 ， 就 可 以 根据 数组 prevf] 找到 从 源 到 7 的 最 短路 径 上 每 个 顶点 的 前 一 个 
项 点 ， 从 而 找到 从 源 到 的 最 短路 径 。 Va ES 

例如 ,对 于 图 4.4 中 的 有 向 图 ,经 Dijkstra 算法 计算 后 可 得 数据 prev[] 具 有 值 prev[2]=1、 
prev[3]=4、prev[4]=1、prev[5]=3。 如 果 要 找 出 项 不 1 到 顶点 5 的 最 短路 径 ， 可 以 从 数 





组 prey[] 得 到 顶点 5 的 前 一 个 顶点 是 3，3 的 前 于 个 顶点 是 4，4 的 前 一 个 顶点 是 1。 于 是 从 








大 点 1 到 顶点 5 的 最 短路 径 是 1 一 4 一 3 5S-。 
4.6.2 ”贪心 选择 性 质 


Dijkstra 算法 的 贪心 选择 是 从 普 - 8 中 选择 具有 最 短 特 殊 路 径 的 顶点 ， 从 而 确定 从 源 
到 的 最 短路 径 长 度 disif 订 二 这 种 贪心 选择 为 什么 能 得 到 最 优 解 呢 ? 换 句 话说 ， 为 什么 从 
源 到 # 没有 其 他 更 短 的 路 径 呢 ? 我 们 可 以 用 到 证 法 来 证 明 。 





xeF -SS， 然 后 徘徊 于 8 内 外 若干 次 ， 最 后 离开 S 到 达 x ， 如 图 4.5 所 示 。 


及 


图 4.5 ”从 源 到 vw 的 最 短路 径 
在 这 条 路 径 上 ， 分 别 记 d(v,x)、4d(x,u) 、d(v,w) 为 项 点 v 到 顶点 x、 顶 点 x 到 顶点 u、 
顶点 v 到 顶点 4 的 路 径 长 度 ， 则 有 
dist[x] < d(v,x) 
d(v,x)+d(x,u) = d(v,u) < dist[u] 
利用 边 的 长 度 ( 权 值 ) 的 非 负 性 ， 可 知 d(x,w) 宇 0。 由 上 式 可 知 ，dist[x]< dist[u] 。 这 说 
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明 xeV-S 是 具有 最 短 特殊 路 径 的 项 点， 此 为 了 矛盾。 这 就 证 明了 distlu] 是 从 源 到 顶点 4 最 
短路 径 长 度 。 
4.6.3 ”最 优 子 结构 性 质 
为 了 说 明 算法 的 正确 性 ， 还 必须 证 明 其 最 优 子 结构 性 质 。 即 算法 中 确定 的 dist[u] 确 实 
是 当前 从 源 到 顶点 4 的 最 短 特殊 路 径 长 度 。 为 此 ,只 要 考察 算法 在 添加 uw 到 S§ 中 后 ，dist[u] 
的 值 所 起 的 变化 。 当 添加 4 之 后 ， 可 能 出 现 一 条 到 顶点 i 的 新 特殊 路 径 。 我 们 将 添加 4 之 前 
的 S 称 为 老 5。 
第 一 种 情况 : 如 果 这 条 新 特殊 路 是 先 经 过 老 8 到 达 顶 点 w， 然 后 从 x 经 一 条 边 直接 到 达 
硕 点 站 则 这 种 路 的 最 短 的 长 度 是 dist[u]+ amix[o] 回 。 这 时 ， 如 果 distfu]+ matrix[u][i] < 
dist[i] ， 则 算法 中 用 dist[u]+ matrix[u] 四 作为 dist[] 的 新 值 。 六 
第 二 种 情况 ， 如 果 这 条 新 特殊 路 径 经 过 老 8 到 达 xw 后 ; 从 uu 经 一 条 边 直 接 到 达 i， 
而 是 像 图 4.6 那样 ， 回 到 老 8 中 某 个 顶点 x， 最 后 才 i， 那 么 由 于 x 在 老 S 中 ， 因 
此 x 比 u 先 加 入 S， 故 图 4.6 中 从 源 到 x 的 路 径 长 / 到 wu ， 再 从 xz 到 x 的 路 径 长 度 小 。 
于 是 当前 dist[] 的 值 小 于 图 4.6 中 从 源 到 经 Nt 
最 后 到 达 的 路 径 长 度 。 因 此 ， RK 本 



































长 度 ， 也 小 于 图 中 从 源 经 ww 和 x， 
这 种 路 径 。 








图 4.6 ” 非 最 短 的 特殊 路 径 
由 此 ， 不 论 算法 中 dist[u] 的 值 是 否 有 变化 ， 它 总 是 关于 当前 顶点 集 5 到 顶点 4 的 最 短 
特殊 路 径 长 度 。 
4.6.4 ”Dijkstra 算法 实现 
根据 这 种 思路 ,假设 存在 G=(V,E)， 源 顶点 为 w，S = {ww}，V-S = {其 余 顶 点 }， 
dist[ 记录 vw 到 i 的 最 短 距离 ，prev[] 记 录 从 vw 到 i 路 径 上 i 前 面 的 一 个 顶点 ， 步 又 描述 
如 下 : 


(1) 从 Vr-S 中 选取 一 个 其 距离 值 为 最 小 的 顶点 i 且 不 在 S 中 ， 将 i 加 入 到 5 中 ; 
(2) 更 新 与 i 直接 相 邻 顶点 的 dist 值 dist[j]= min {dist[j], dist[i ]+matrix[i][]}}: 


(3) 重复 上 述 步骤 1、2， 直 到 8 中 包含 所 有 顶点 。 
Dijkstra 算法 具体 实现 如 下 : 
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4.6.5 复杂 度 分 析 


对 于 一 个 具有 nn 个 顶点 和 e 条 边 的 带 权 有 向 图 , 如 果 用 带 权 邻 接 和 矩阵 表示 这 个 图 , 那么 
Dijkstra 算法 的 主 循环 体 要 O(n) 的 时 间 ， 这 个 循环 需要 执行 n-1 次 ， 所 以 该 算法 的 时 间 复 


杂 度 为 O0D)。 
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4.7 多 处 最 优 服务 次 序 问 题 


设 有 nn 个 顾客 同时 等 待 一 项 服务 。 顾 客 i 需要 的 服务 时 间 为 4 (1<i<n)。 共 有 s 处 可 以 
提供 此 项 服务 。 应 如 何 安排 n 个 顾客 的 服务 次 序 才能 使 平均 等 待 时 间 达 到 最 小 ? 其 中 ， 平 
均等 待 时 间 是 个 顾客 等 待 服务 时 间 的 总 和 除 以 x 。 即 给 定 的 个 顾客 需要 的 服务 时 间 和 s 
的 值 ， 计 算 最 优 服务 次 序 。 


4.7.1 贪心 选择 策略 


假设 原 问题 为 7， 而 我 们 已 经 知道 了 某 个 最 优 服务 系列 ， 即 最 优 解 为 4= {1(1), (2), …， 
(3}。 其中， 为 第 ;个 用 户 需要 的 服务 时 间 ， 则 每 个 用 户 等 待 时 间 为 
rO- 


Pees 3 
)+t( refi +t(n 


总 等 待 时 间 ， 人 
Ti =mxt(D)+(2a-l)xt(2) Ch i)xi(i)+:+2x1(n -1)+t(n) 
由 于 平均 等 待 时 间 是 个 顾客 等 as 
待 时 间 的 总 和 最 小 的 服务 次 序 27 -一 
本 问题 采用 贪心 算法 求解 的 贪心 策略 如 下 : 2 
策略 。 首 先 对 需要 服务 时 间 最 短 的 顾客 进行 服务 \ 即 做 完 第 一 次 选择 后 ， 原 问题 了 变 成 了 
需 对 -1 个 顾客 服务 的 新 间 题 7 。 新 问题 和 原 半 题 相同 ， 只 是 问题 规模 由 ， 减 小 为 -1 
基于 此 种 选择 对 新 间 题 7 ， 选 择 -1 季 客 中 选择 服务 时 间 最 短 的 先进 行 服务 。 如 此 
进行 下 去 ， 直 至 所 有 服务 都 完成 为 止 。 


4.7.2 ”贪心 选择 性 质 
先 来 证 明 该 问题 具有 贪心 选择 性 质 , 即 最 优 服务 4 中 1(1) 满 足 条件 : 1(1) 志 1(i)(2<i<n)。 
证 明 : 
假设 (1) 不 是 最 小 的 , 不 妨 设 (1)> ti)(i> 1)。 设 另 一 服务 序列 B= {1(i), 4(2),…, (1),…， 
t(n)}， 有 





























T,—7Ts =nx[7(1)-i(0)]+ (n+1-i)x[() -7())] 
=(1—i)*[(i) -1(1)]>0 
即 7, >7,， 这 与 A 是 最 优 服务 相 矛盾 。 故 最 优 服务 次 序 问题 满足 贪心 选择 性 质 。 


4.7.3 ”最 优 子 结构 性 质 
在 进行 了 贪心 选择 后 ， 原 问题 了 就 变 成 了 如 何 安排 剩余 的 n-1 个 顾客 的 服务 次 序 的 问 


题 7 ， 是 原 问题 的 子 问题 。 若 4 是 原 问题 7 的 最 优 解 ， 则 二 = {1(2),…,1( 站 …,t(n)) 是 服 
务 次 序 问题 子 问题 7' 的 最 优 解 。 

证 明 : 

假设 4 不 是 子 问题 7' 的 最 优 解 ， 其 子 问 题 的 最 优 解 为 B"， 则 有 Ts < 8 ， 而 根据 7 的 
定义 知 ，T; +tD=T 。 因 此 ， 有 到 +tD<7TI+tD=7T ， 即 存在 一 个 比 最 优 值 7 更 短 的 总 等 
待 时 间 ， 而 这 与 7 为 问题 7 的 最 优 值 相 巴 盾 。 因 此 ，4' 是 子 问题 7' 的 最 优 值 。 

从 以 上 贪心 选择 及 最 优 子 结构 性 质 的 证 明 ， 可 知 对 最 优 服 务 次 序 问题 用 贪心 算法 可 求 
得 最 优 解 。 

根据 以 上 证 明 ， 最 优 服务 次 序 问题 可 以 用 最 短 服务 时 间 优先 的 贪心 选择 求 得 最 优 解 。 
故 只 需 对 所 有 服务 先 按 服务 时 间 从 小 到 大 进行 排序 , 然后 按照 排序 结果 依次 进行 服务 即 可 。 
平均 等 待 时 间 即 为 7,/n。 < 

A 










4.7.4 算法 实现 


由 多 处 最 优 服务 次 序 问题 具有 贪心 选择 性 质 和 过 结构 性 质 , 容易 证 明 算法 greedy( ) 
的 正确 性 。 本 算法 采用 最 短 服务 时 间 优先 的 贪心 

首先 将 每 个 顾客 所 需要 的 服务 时 间 从 小 到 大 排序 .然后 申请 2 个 数组 :st ] 是 服务 数组 ， 
3 为 第 了 个 队列 上 的 某 一 个 顾客 的 等 和 时间，so] 是 求 和 数组 ，su] 的 信 为 第 了 个 队列 上 
所 有 顾客 的 等 待 时 间 。 具 体 实现 如 下 、、 
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int main(int argc, char* argVv[])1{ 


int n; // 等 待 服务 的 顾客 人 数 
3 // 服 务 点 的 个 数 
人 

int a; 

EE // 平 均 服务 时 间 
vector<int>x; 





cout<<"please input the num of the customer:"<<endl; cin>>n; 
cout<<"please input the num of the server:"<<endl; cin>>s; 
cout<<"please input the need service time of each customer:"<<endl; 
for(i = 1;i< = n;i++){ 

cout<<"No."<<i<<endl; cin>>a; 

x.push back (a); 


} 
t = greedy (x，S) 7 1 失 
cout<<"the least average Waiting time,ig2 t<<endl; 

} < 

例如 ， 有 10 个 顾客 Ci, ,xio} 同时 等 待 用 并 个 服务 ,它们 需要 的 服务 时 间 分 别 为 
56、 12、1、99、1000、234、33、55、99、- 12, 提供 该 服务 的 数目 为 2， 则 输出 结果 为 
336， 此 时 该 问题 的 最 优 服 务 次 序 是 人 55、56、99、99、234、812、1000。 
4.7.5 复杂 度 分 析 NAN 


T 2 

程序 主要 是 花费 在 对 各 顾客 所 种 服务 时 间 的 排序 和 食 必 算法 ， 即 计算 平均 服务 时 间 上 
面 。 其 中 ， 贪 心算 法 部 分 只 有 - We ， 其 时 间 复 杂 度 为 O(n)， 而 排序 算 
法 的 时 间 复 杂 度 为 -Olnlogh)。 因 此 ， 综合 来 看 该 法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn)。 








六 D> 不 ~ 
NX 4.8 ”ACM 经 典 问题 解析 


4.8.1 Fat Mouse Trade( 难 度 : 交友 六 交 六 ) 
1， 题目 描述 


FatMouse 准备 M 英 镑 的 猫 粮 , 准备 与 守卫 仓库 的 猫 交易 他 最 喜欢 的 食物 一 一 JavaBean。 
仓库 有 N 个 房间 。 第 i 个 房间 包含 j[] 磅 的 JavaBeans， 需 要 Fi] 磅 的 猫 粮 去 交换 。 对 于 某 
一 房间 ,FatMouse 不 必 交 易 的 所 有 JavaBeans。 相反 , 他 可 能 会 得 到 J[i]*a% 磅 的 JavaBeans， 
如 果 他 付 FI[i]*a% 磅 的 猫 粮 ， 这 里 是 一 个 实数 。 现 在 他 把 这 个 工作 交 给 你 : 告诉 他 最 多 可 以 
获得 的 JavaBeans。 

输入 格式 

有 多 组 测试 数据 。 每 组 数据 的 第 一 行 是 两 个 整数 M、N。 接 下 来 N 行 ， 每 行 两 个 整数 ， 
代表 N 个 房间 的 信息 。 

输出 格式 

输出 FatMouse 最 多 能 获得 的 JavaBeans。 保 留 三 位 小 数 。 


Gy 





输入 样 例 
53 
7 了 2 
43 
52 
203 
25 18 
24 15 
15 10 
| 

输出 样 例 


13.333 KR 

31.500 AS 

2. 题目 分 析 * 

我 们 的 思路 是 贪心 算法 。 对 于 这 N 2 要 怎么 去 交换 呢 ? 很 显然 ， 我 们 肯定 


从 性 价 比 高 的 房间 换 起 。 怎 样 称 比 高 ? 用 尽量 少 的 猫 粮 去 换 尽 可 能 多 的 
JavaBeans， 即 J[i]/F[] 尽 可 能 大 。 屠 敌人 林 以 折 记 何 技 作价 出 从 丰 到 人 和， 如 果 到 


当前 房间 pp 时， ee 根 去 换 ./[ 门 磷 的 JavaBeans。 
Ma pg 启 间 没 换 完 ， 且 猎 粮 还 有 剩余 ， 






那 就 按 剩余 猫 粮 m/F[p 
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通过 分 析 程序 的 主要 部 分 , ;不 难 千 首 ， 排放 是 影响 项 条 度 主要 因素 。 所 以 ， 该 问题 


的 时 间 复杂 度 为 O(nlogn)。 Yi 到 
4.8.2 Sorting "2 (难度 : 太太、 Ws 
1 题目 档 述 >、 PE 


给 你 一 得 ， 有 的 正面 朝 上 ， 有 的 反面 朝 上 ， 朝 上 的 用 字母 U， 朝 下 的 用 字母 D。 
可 以 从 一 个 位 置 开始 到 最 顶端 ， 把 这 一 青 拿 出 来 ， 反 转 ， 然 后 再 放 回 那 一 竹 照 片上 面 。 试 
求 出 最 少 的 翻转 次 数 ， 使 所 有 的 照片 朝向 一 样 。 
输入 格式 
第 一 行 输入 一 个 整数 n 表示 有 n 组 测试 数据 。 随 后 是 n 组 测试 数据 。 每 组 测试 数据 给 
出 照片 的 张 数 m， 然 后 输入 一 些 字符 ,包括 “U” 表 示 朝 上 ，“D” 表 示 朝 下 ， 还 有 一 些 空 
格 、 回 车 。 
输出 格式 
对 于 每 组 测试 数据 输出 一 行 ， 内 容 为 使 照片 翻转 次 数 尽 可 能 少 的 方案 数 。 每 个 样 例 之 
间 用 空 行 隔 开 。 
输入 样 例 
1 
5 
UUD 
UU 


@y 


© Se 


输出 样 例 
2 


2. 题目 分 析 


对 于 每 个 样 例 的 输入 ， 采 用 getchar( )。 输入 字符 里 面 有 用 的 字符 就 只 有 “U 和“D’， 
所 以 只 要 判断 “U” 和 “D” 的 个 数 是 否 到 m 个 即 可 。 

把 每 个 连续 的 “U” 或 者 “D” 看 成 一 个 小 整体 ， 只 要 翻转 同步 ， 可 以 看 成 一 张 。 然 后 
从 上 往 下 依次 翻 ， 当 遇 到 朝向 不 一 样 的 照片 时 , 我 们 就 把 上 面 所 有 的 照片 都 反 转 一 下 即 可 ， 
接着 就 继续 往 下 ， 直 到 所 有 的 朝向 都 一 样 了 为 止 。 

因此 ， 我 们 只 要 计算 朝向 不 一 样 的 次 数 即 可 。 而 朝向 不 一 样 的 次 数 等 于 小 整体 的 个 数 ， 
故我 们 在 输入 时 就 直接 计算 这 种 小 整体 的 个 数 8S， 答 案 即 为 > 人 

和 
AN 


3， 问 题 实现 








通过 分 析 程序 的 主要 部 分 , 我 们 不 难 知道 , while 循环 是 影响 其 复杂 度 主要 因素 , 所 以 ， 


该 问题 的 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 


$B 


4.8.3 ”Moving Tables( 难 度 : 


1. 题目 描述 

一 个 楼 层 在 沿 着 走廊 的 北 
改革 包括 搬 动 客房 里 的 很 多 桌 
走廊 。 搬 动 一 张 桌子 从 一 个 房 





广 友 友 交 六 ) 





和 南面 有 200 个 房间 。 最 近 该 公司 提出 了 计划 改革 方案 。 
子 。 由 于 走廊 狭 窗 ， 所 有 桌子 都 大 ， 只 有 一 张 桌子 可 以 通过 
司 到 另 一 个 房间 需要 10 分 钟 。 当 搬 动 一 张 桌子 从 房间 到 房 

















间 j， 房间 i 和 房间 j 前 面 的 部 分 走廊 就 被 占用 了 。 因 





此 ,在 每 个 10 分 钟 内， 两 个 房间 之 间 


的 搬 动 不 能 同时 用 到 走廊 相同 的 部 分 ， 即 每 个 10 分 钟 ， 每 一 段 走廊 只 允许 一 张 桌 子 通 过 。 





你 的 任务 是 求 出 搬 完 所 有 桌子 的 最 短 时 间 。 

输入 格式 

第 一 行 输入 一 个 整数 7， 表 示 有 了 组 测试 数据 。 随 后 是 7 数据 。 每 组 测试 数据 
输入 一 行 V， 表 示 需 要 移动 的 桌子 数 ， 接 下 来 N 行 ， A s 和 站 表示 桌子 从 


SS 
oo 


房间 s 移动 到 房间 i。 
输出 格式 
对 于 每 组 测试 数据 输出 一 行 ， 
输入 样 例 


2. 题目 分 析 


这 道 题 要 求 所 花 的 时 间 最 少 ， 实 际 上 我 们 只 要 考虑 哪 一 段 重 合 度 最 高 ， 重 合 度 最 高 的 
地 方 ， 也 就 是 我 们 至 少 要 移动 的 次 数 了 。 因 为 有 400 间 房 间 ，1-2 对 应 一 段 走廊 ，3-4 对 应 
一 段 走廊 ， 如 此 我 们 可 以 把 走廊 分 成 200 段 , 标记 为 af0]~~a[199], 之 后 我 们 根据 输入 的 房 
间 序号 ， 就 可 以 算出 要 用 到 哪 几 段 的 走廊 ， 最 后 求 出 a[n] 最 大 值 就 是 移动 的 次 数 了 。 


@, 








3， 问 题 实现 






通过 分 析 ; 的 主要 部 分 ， 我 们 不 难 知道 ，for 循环 是 影响 其 复杂 度 主要 因素 ， 所 以 ， 
该 问题 的 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 


4.8.4 Box of Bricks( 难 度 : 友 妈 友 妈 六) 

1. 题目 描述 

给 定 Y 堆 不 同 高 度 的 积木 ， 每 次 移动 一 个 积木 到 另外 一 堆积 木 上 ， 问 最 少 多 少 步 可 以 
让 所 有 堆积 木 高 度 一 致 。 

输入 格式 


多 组 测试 数据 。 每 一 组 输入 NN 表示 积木 的 堆 数 ， 接 下 来 一 行 输入 NN 个 数 ， 表 示 第 i 堆 
积木 的 高 度 为 h( 输 入 保证 : 1 三 50，1 志 hh 三 100 )。 输入 N= 0 结束， 不 再 继续 处 理 。 


输出 格式 
对 于 每 组 测试 数据 输出 一 行 。 首 先 ， 输 出 一 行 表示 第 几 组 测试 数据 ， 如 样 例 所 示 。 然 
后 下 一 行 输出 “The minimum number of moves is k.”。 其 中 , 大 表示 积木 的 最 少 移动 数 。 每 


一 组 测试 后 再 输出 一 个 空 行 。 
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输入 样 例 
6 
524175 


0 
输出 样 例 
Set #1 
The minimum number of moves is 5. 





2. 题目 分 析 


这 道 题 求 最 少 移动 步 数 ， 显 然 只 有 那些 高 于 平均 高 度 的 积木 才 必 须要 移动 ， 移 到 那些 
低 于 平均 高 度 的 积木 上 。 所 以 最 少 移动 步 数 就 是 所 有 高 出 平均 高 度 的 积木 数 了 。 


3， 问 题 实现 





通过 分 析 程序 的 主要 部 分 不 难 知道 ，for 循环 是 影响 其 复杂 度 主要 因素 ， 所 以 ， 该 问题 
的 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 


4.8.5 Wooden Siticks( 难 度 : 交友 交友 六 ) 
1. 题目 描述 


我 们 要 处 理 一 些 木 棍 , 第 一 根 的 时 间 是 1 分 钟 ， 在 长 度 为 工 重 为 下 的 木 棍 后 面 的 那 根 
的 长 度 为 L、 重 量 W'， 只 要 LL' 并 且 下 三 W'， 就 不 需要 时 间 ， 否 则 需要 1 分 钟 ， 求 如 
何 安排 处 理 木 棍 的 顺序 ， 才 能 使 花 的 时 间 最 少 。 

输入 格式 

第 一 行 输入 一 个 整数 7， 表 示 有 了 组 测试 数据 。 随 后 是 了 组 测试 数据 。 每 组 测试 数据 


@y 


输入 一 行 MI 入 和 5000 ) 表 示 木 棍 的 数量 , 接 下 了 输入 对 整数 分 别 表示 第 i 根木 棍 的 长 
度 1 和 重量 w。(! 和 w 最 大 不 超过 10000)。 

输出 格式 

对 于 每 组 测试 数据 输出 一 行 表示 处 理 完 所 有 木 棍 的 最 少时 间 。 

输入 样 例 


3 
3 
2213514 
3 


221122 
3 NS 


| & 
和 将 - 
NS 


1 


2. a 分 析 Ke - 


我 们 使 用 贪心 算法 来 完 eat 都 从 小 到 大 的 顺序 排列 ( 即 首先 
按 长 度 排序 ， 的/ 和 重量 排序 )。L 和 渭 根 的 长 度 和 重量 ,依次 比较 后 







面 的 是 不 是 比 当前 ， 是 的 话 把 标 入 为 1， 并 更 新 工 、 丈 。 比 较 完 后 ， 再 
从 前 往 后 扫描 ， De "条 是 第 二 批 的 最 小 的 一 根 ， 计数器 加 1。 把 
me 前 的 工 和 丙 ， 往 后 比较 。 直 到 所 有 的 都 处 理 了 。 经 过 这 样 一 


个 排序 ， pp 往 后 都 能 找到 一 个 满足 题 意 的 包含 最 多 的 集合 。 
3， 问 题 实现 
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A 
主要 部 分 不 难 知道 ， 排 序 是 影响 其 复杂 度 主要 因素 ， 所 以 ， 该 问题 的 
时 间 复 杂 度 为 O(nlogn)。 


4.8.6 ”钓鱼 问题 (难度 : 友 友 女友 六 ) 


1. 题目 描述 


有 壮 个 湖 ， 每 个 湖 有 一 个 初始 的 ,/ 国 ， 表 示 垂 钓 五 分 钟 能 钓 到 的 鱼 的 数量 ， 每 钓 一 次 鱼 
/就 会 降低 df]， 即 碟 ] = 0- d[i]。 现 在 某 和 人 从 第 一 个 湖 出 发 ， 告 诉 你 每 相 邻 两 个 湖 之 间 
的 时 间 花 费 ， 现 在 此 人 按 顺 序 依次 经 过 每 一 个 湖 ， 不 能 回头 ， 问 他 在 有 限 的 时 间 H 内 最 多 
能 钓 多 少 鱼 ? 

输入 格式 

先 输入 一 个 T， 表 示 测 试 数据 组 数 ， 然 后 输入 n、h， 分 别 表 示 湖 的 数量 n 和 时 间 已 
接 下 来 的 一 行 是 n 个 数 ， 表 示 每 个 湖 的 初始 的 钓鱼 数量 。 再 接 下 来 一 行 是 n 个 数 ， 表 示 每 
个 湖 每 次 钓鱼 后 会 减少 的 鱼 的 数量 。 最 后 是 -1 个 数 ， 表 示 两 个 湖 之 间 的 时 间 差 距 t[]， 表 
示 第 i 个 湖 走 到 第 i+1 个 湖 需要 时 间 w[]。 


@ 


GO navn 
O 
输出 格式 


对 于 每 组 测试 数据 ， 输 出 在 每 个 湖 停 留 的 时 间 与 最 多 能 钓 到 鱼 的 总 量 ， 具 体 参见 输出 
样 例 。 
输入 样 例 
3 
2 
101 
25 
2 
44 


wt se 

和 

se 
RSs 


输出 样 例 








Ce ,> 演 

ase 1: EP 2 Wx 
45, 5 py WT 
Number of fish cpected 弛 NG E 
Case 2: ZA 站 > 

:ASA~ 条 [ 汉 

a 2 
Number of fish expected: 480 
Case 3: 


115, 10, 50, 35 
Number of fish expected: 724 
2. 题目 分 析 
一 看 到 这 个 题 ， 我 们 肯定 会 有 这 样 的 想法 ， 能 不 能 每 次 都 挑 鱼 最 多 的 湖 来 钓 ? 当然 可 
以 ， 但 是 我 们 还 要 考虑 不 能 回头 这 个 关键 因素 。 现 在 尝试 着 枚 举 钓鱼 旅程 的 终点 ， 如 果 我 
们 已 经 知道 终点 了 ， 那 么 就 可 以 将 在 路 上 走 的 那 部 分 代价 先 扣 掉 ， 然 后 就 可 以 用 一 开始 的 
想法 来 做 。 这 个 想法 很 巧妙 ， 请 读者 仔细 领悟 。 


3. 问题 实现 

















#include <cstdio> 
#include <vector> 
#include <cstring> 
#include <algorithm> 


BE 
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通过 分 析 程序 的 主要 部 分 不 难 知道 ， 该 问题 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn)。 


4.8.7” 树 形 DP 问题 (难度 ， 六 太太 六 ) 论 


1. 题目 描述 NK 
给 你 一 棵 树 ， 问 你 最 少 需 要 选择 多 少 个 点 ， 边 的 两 端 都 至 少 会 有 一 个 点 被 
选中 。 
输入 格式 

先 输入 一 个 n， 表 示 总 的 点 数量 ， ， 每 行 先 输入 一 个 i， 然 后 是 (num) 的 格 
式 ， 表 示 i 这 个 点 有 num 个 儿子 ， ns 项 

输出 格式 

输出 一 个 数 ， 表 示 最 4 

输入 样 例 

4 


奖 


A 


3:(3)1 42 

1:(D0 

2:(0) 

0:(0) 

4:(0) 
输出 样 例 

1 


2. 题目 分 析 


(1) 设 dp[][0] 表 示 i 这 个 结 点 不 选 的 情况 下 , 以 i 为 根 的 子 树 最 少 需 要 多 少 个 点 ; dp[i][1] 
表示 i 这 个 结 点 选 的 情况 下 ， 以 i 为 根 的 子 树 最 少 需要 多 少 个 点 。 





算法 设计 、 分 析 与 应 用 教程 
阵 ES 


(2) 那么 ， 可 以 考虑 这 样 的 转移 方程 

© dp[0]=sigma(min(dpD][o, dpUI[1])) 

©® dp[il[0] = sigma(dpW][1]) 

(3) 其 中 , j 是 i 的 某 个 子 结 点 ， 相 当 于 枚 举 每 个 子 结 点 再 累加 ， 即 假如 当前 点 选择 ， 
那么 子 结 点 可 选 可 不 选 ， 假 如 当前 点 不 选 ， 那 么 子 结 点 必 选 ， 累 加 过 来 即 可 。 


3， 问 题 实现 





CC re aens 
©O 


for(j = 1;j< = num;j++){ 
scanf ("%d", &t); 
TIeve+ = 7 
add(s， 七 ) 7 
} 
3. 
int root = sum-leve; // 确 定 树 根 
dfs(root, -1); 
printf ("%d\n", std::min(dp[root] [0], dp[root] [1])); 





} 


return 0; 


} 
通过 分 析 程序 的 主要 部 分 不 难 知道 ， 两 个 for wa 杂 度 主要 因素 ， 所 以 ， 








该 问题 的 时 间 复杂 度 为 O0P)。 < 
4.8.8 ”Frogs' Neighborhood( 难 度 : OK 办 
， 题目 描述 SN 





os ZU 长 玄 基 中 包括 未 各 淹 )， 每 个 湖泊 万 里 住 着 
只 青蛙 FR(1<i<N)。 Te 有 水 路 相连 ， 则 青蛙 F; 和 万 互 称 为 邻居 。 现 在 
已 知 每 只 We 分 请 你 给 eA 
输入 格式 X| 
第 一 行 是 测试 数据 a ocrem wilt 行 是 整数 NM2<N<10)， 
第 二 本 是 个 玫 革 0 “(0 Sx SM SN 
输出 格 pe 
wn 如 果 不 存 在 可 能 的 相连 关系 ,输出 “NO”。 否则 输出 “YES”， 
并 用 NxN 的 矩阵 表示 湖泊 间 的 相 邻 关系 ， 即 如 果 湖 泊 i 与 湖泊 j 之 间 有 水 路 相连 ， 则 第 i 
行 的 第 j 个 数字 为 1， 否则 为 0。 每 两 个 数字 之 间 输 出 一 个 空格 。 如 果 存 在 多 种 可 能 ， 只 需 
给 出 一 种 符合 条 件 的 情形 。 相 邻 两 组 测试 数据 之 间 输 出 一 个 空 行 。 
输入 样 例 
3 
7 
4315421 
6 
4314420 
6 
S31121 
输出 格式 
YES 
0101101 
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1001100 
0001000 
1110110 
1101010 
0001100 
1000000 





NO 


YES 
010010 r 
100110 ,人 
000001 CAN 
010000 AS 
110000 gk AR 
001000 
2， 题目 分 析 a 
根据 题 意 不 难得 知 ， 我 们 把 看 成 顶点， 把 互 为 邻居 看 成 边 后 ， 实 际 上 就 是 给 
出 一 个 天 序列 ， 问 是 在 该 序列 的 一 个 无 | 
应 用 ， pam ee 
对 所 有 的 度 降 序 排 取出 第 一 个 点 也 就 et 假设 度 最 大 为 x， 也 就 是 
说 这 个 顶点 要 与 另外 x 个 顶点 连 边 , 然后 A Me 
AE 变 为 0， 另 外 x 个 顶点 度数 减 4。 如果 x 个 顶点 里 有 度数 为 0 的， 就 说 明 不 
的 





能 构成 这 样 了 ， 和 否则 重复 进行 上 述 操作 直到 所 有 度数 都 为 0。 
3， 问 题 实 现 


#include <stdio.h> 

#include <string.h> 
#include <algorithm> 
using namespace std; 


structl PP Tt 
int id, val; // id 为 青蛙 编号 ，val 为 当前 邻居 数 (度数 ) 
bool operator <(const PP &a)const { 
return val > a.val; // 排序 方式 ， 按 照 邻 居 数 从 大 到 小 排序 
} 
}a[12]7 
Tn wot // w[] [] 为 输出 的 关系 矩阵 ，1 代表 邻居 ，0 反之 


void solve(){ 





@ 给 定 一 个 非 负 整 数 序列 {ds}， 若 存在 一 个 无 向 图 使 得 图 中 各 点 的 度 与 此 序列 一 一 对 应 ， 则 称 此 序列 可 


图 化 。 进 一 步 ， 若 图 为 简单 图 ， 则 称 此 序列 可 简单 图 化 。 














本 问题 的 时 间 复 杂 程度 为 O(n”)。 
4.9 小 结 


本 章 对 贪心 算法 (Greedy algorithm) 进 行 了 总 体 的 介绍 ， 对 生活 中 常见 的 典型 实例 进行 


$f 
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了 详细 的 算法 分 析 ， 并 给 出 了 具体 的 算法 实现 过 程 。 

贪心 算法 是 以 当前 情况 为 基础 根据 某 个 优化 测度 作 最 优选 择 ， 而 不 考虑 各 种 可 能 的 整 
体 情况 ， 采 用 自 顶 向 下 ， 以 迭代 的 方法 做 出 相继 的 贪心 选择 ， 每 做 一 次 贪心 选择 就 将 所 求 
问题 简化 为 一 个 规模 更 小 的 子 问 题 ， 通 过 每 一 步 贪心 选择 ， 可 得 到 问题 的 一 个 最 优 解 ， 也 
就 是 说 ， 贪 心算 法 不 从 整体 最 优 上 加 以 考虑 ， 它 所 做 出 的 仅 是 在 某 种 意义 上 的 局 部 最 优 解 。 
贪心 算法 不 是 对 所 有 问题 都 能 得 到 整体 最 优 解 ， 但 对 范围 相当 广泛 的 许多 问题 却 能 产生 整 
体 最 优 解 或 者 是 整体 最 优 解 的 近似 解 。 

通过 本 章 的 理论 基础 和 典型 实例 的 学 习 ， 如 删除 问题 、 背 包 问 题 、 最 优 装载 问题 、 单 
源 最 短路 径 、 多 处 最 优 服务 次 序 问题 等 ， 重 点 掌握 贪心 算法 的 贪心 选择 性 质 和 最 优 子 结构 
性 质 的 分 析 方 法 ， 并 对 常见 的 贪心 问题 的 解决 方法 加 以 掌握 。 

再 通过 学 习 ACM 的 问题 解析 过 程 ， 使 我 们 对 进 一 A A 
过 程 ， 掌 握 贪心 法 求解 问题 过 程 的 步 又。 其中， Mn 最 优 子 结构 性 质 是 熟 
练 运用 贪心 算法 的 关键 。 4 


AR 
4.10 习 


1， 有 5 个 物体 ， mat 价值 分 别 为 8、1、6、3、7。 有 一 个 
背包 最 大 载重 量 为 15， 物 体 可 分 入 背包 的 物 大 价值 是 多 少 ? 
2. 设 有 9 个 硬币 ， 其 中 有 分、 5 分 、1 角 以 st 且 每 种 硬币 至 少 有 1 个 ， 
pe 元 , 则 5 分 的 硬币 必须 有 
.给 定 个 数字 ， li | "eg 


es OA 数 最 小 。 









































4. 有 个 从 在 一 个 水 龙头 前 排队 洗澡 ,假如 第 7 个 人 洗澡 的 时 间 为 T， 请 编程 找 出 这 
个 人 排队 的 一 种 顺序 ， 使 得 个 人 的 平均 等 待 时 间 最 小 。 

5. 设 n 是 一 个 正 整 数 。 现 在 要 求 将 分解 为 若干 个 自然 数 的 和 ， 且 使 这 些 自 然 数 的 乘 
积 最 大 。 

6、 小 时 候 我 们 都 听 过 田鼠 赛马 的 故事 ， 如 果 3 匹 马 变 成 1000 匹 ， 齐 王 仍然 让 他 的 马 
按 从 优 到 劣 的 顺序 出 赛 ， 田 鼠 可 以 按 任意 顺序 选择 他 的 赛马 出 赛 。 赢 一 局 ， 田 鼠 可 以 得 到 
200 两 银子 ， 输 一 局 ， 田 忌 就 要 输 掉 200 两 银子 ， 平 局 的 话 不 输 不 赢 。 请问 田 忌 最 多 能 启 
多 少 银子 ? 

7. 一 个 旅行 家 想 驾 驶 汽车 以 最 少 的 费用 从 一 个 城市 到 另 一 个 城市 , 给 定 两 个 城市 间 的 
距离 di, 汽车 油箱 的 容量 是 <， 每 升 汽油 能 行驶 的 距离 dg， 出 发 时 每 升 汽油 的 价格 是 p， 沿 
途 加 油 站 数 为 (可 为 0)， 油 站 i 离 出 发 点 的 距离 是 d， 每 升 汽油 的 价格 是 py。 计 算 结果 四 
命 五 入 保留 小 数 点 后 两 位 ， 若 无 法 到 达 目 的 地 输出 “No answer”。 

i ie 
割 成 块 ， 并 被 编号 为 1…,n 。 每 个 块 的 大 小 为 一 个 单位 尺寸 并 最 多 可 种 一 棵 树 。 每 个 居民 
想 在 门 前 种 些 树 并 指定 了 三 i 1。 这 三 个 数 表示 该 居民 想 在 b 和 e 之 间 最 少 种 + 


Gy 
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棵 树 。 当 然 ，b 小 于 等 于 e， 居 民 必 须 保 证 在 指定 地 区 不 能 种 多 于 地 


即 要 求 1 小 于 等 于 e-b+1。 人 允许 居民 想 种 树 的 各 自 区 域 可 以 交叉 。 出 于 资金 短缺 的 原 


保 部 门 请 你 求 出 能 够 满足 所 有 居民 的 要 求 ， 需 要 种 树 的 最 少数 量 。 


【文件 输入 】 第 一 行为 x， 表 示 区 域 的 个 数 ， 第 二 行为 h”， 表 示 房 子 的 数目 ， 下 面 h 行 
描述 居民 的 需要 : be 0<b 三 e 夺 30000,r 三 e-b+1) 分 别 用 一 个 空格 分 开 。 


【文件 输出 】 输 出 为 满足 所 有 要 求 的 最 少 树 的 数量 。 
【 样 例 输入 】94142462892352 
【 样 例 输出 】5 


g 
Ka 
tv 入 准 
SAY ,TV 
人 XT 
: 北 、 


区 被 分 割 成 块 数 的 树 ， 








因 , 环 








相信 大 家 小 的 时 候 都 走 过 迷 宫 (如 图 5.1 所 示 道 走 迷宫 的 策略 为 ， 当 走 到 一 


个 新 的 岔路 口 ( 结 点 ) 时 ， 可 以 选取 任意 一 条 ; 如 果 遇 到 死胡同 或 一 个 旧 的 结 点 
时 ， 那 么 便 转 回头 退回 到 刚才 离开 的 结 步 海阔天空 )， 如 果 有 另外 一 条 新 路 ， 则 
选择 该 路 继续 前 进 ， 否 则 继续 回 退 ; 程 直到 找到 出 口 为 止 ( 求 得 解 )。 实 质 上 ， 这 


就 是 回溯 法 。 由 此 可 见 ， 回 溯 法 小 都 在 使 用 。 





5.1 迷宫 


5.1 回溯 法 的 基本 思想 


回溯 法 (backtracking) 有 “通用 的 解 题 法 ”之 称 ， 它 是 一 种 系统 地 搜索 问题 解答 的 方法 。 
为 了 实现 回溯 ， 首 先 需要 为 问题 定义 一 个 解 空间 (solution space)， 这 个 空间 必须 至 少 包含 问 
题 的 一 个 解 (可 能 是 最 优 的 )。 在 问题 的 解 空间 树 中 ， 按 深度 优先 策略 ， 从 根 结 点 出 发 搜索 
解 空间 树 。 算 法 搜索 至 解 空间 树 的 任 一 结 点 时 ， 先 判断 该 结 点 是 否 包含 问题 的 解 。 如 果 不 





GO - SS 


包含 ， 则 跳 过 对 以 该 结 点 为 根 的 子 树 ， 逐 层 向 其 他 祖先 结 点 回溯 。 否 则 ， 进 入 该 子 树 ， 继 
续 按 照 深度 优先 策略 搜索 。 通 俗 地 讲 ， 回 渊 法 是 一 种 “能 进 则 进 ， 进 不 了 则 换 ， 换 不 了 则 
退 ” 的 基本 搜索 方法 。 

用 回溯 法 解决 问题 时 首先 应 确定 搜索 范围 ， 即 问题 所 有 可 能 解 组 成 的 范围 。 这 个 范 
至 少 包含 问题 的 一 个 解 ， 并 且 范 围 越 小 ， 解 空间 越 小 ， 算 法 的 效率 越 高 。 为 定义 搜索 范围 
需要 明确 以 下 几 个 方面 : 

(1) 问题 的 解 向 量 ， 回溯 法 的 解 一 般 能 表示 成 1 个 nn 元 组 (x[]],x[2],…,x[n]) 的 形式 。 

(2) 问题 的 解 空间 : 对 问题 的 一 个 实例 ， 所 有 满足 显 性 约束 条 件 的 多 元 解 向 量 组 构成 
了 该 实例 的 一 个 解 空间 。 回溯 法 的 解 空间 可 以 组 织 成 一 棵 树 , 通常 有 两 类 典型 的 解 空 间 树 : 
子 集 树 和 排列 树 。 

(3) 问题 的 可 行 解 ， 解 空间 中 满足 约束 条 件 的 决策 序列 。, - 入 

(4) 问题 的 最 优 解 : 解 任何 问题 都 有 一 个 目标 ， EN 标 达到 最 优 的 可 行 解 。 

(5) 显 约束 :对 分 量 x[i] 的 取 值 范围 的 限定 。 < 

(4) 隐约 束 : 为 满足 问题 的 解 而 对 的 人 0 的 约束 。 
5.1.1 问题 的 解 空间 NANN 

用 回溯 法 解 问题 时 ， mex. 问题 的 解 空间 至 少 包 含 问题 的 一 个 (最 

、 


优 ) 解 。 -2 > 

1， 子 集 树 2 ,XX 

当 所 从 的 问 帮 是 ok 作案 合 中 拓 上 | 足 全 种 性 质 的 子 集 时 ， 相 应 的 解 空间 树 称 
为 子 集 树 (subset tree)s 在 组 合 优化 问题 求解 中 、 常用 到 子 集 树 的 概念 。 例 如 ， 对 于 7 个 
Rs 当 n=1 时 ,只 省 两 个 子 集 ， 即 人 } 和 {1}; 当 n=2 时 ， 有 4 个 
子 集 ; 当 n=3 汶 有 8 个子 集 。 每 增加 一 个 新 元 素 ， 都 使 子 集 个 数 加 倍 ， 因 此 对 于 个 元 素 ， 
有 2 个 子 集 。 

例 5.1 0-1 背包 问题 ， 给 定 个 物体 ， 假 设 背 包容 量 C， 第 i 个 物体 的 重量 为 w[i]， 价 
值 为 vli]。 一 种 物品 要 么 全 部 装 入 背包 ,要么 不 装 入 背包 ， 不 允许 部 分 装 入 。 装 入 背包 的 物 
品 总 重量 不 超过 背包 的 容量 。 问 应 如 何 选择 装 入 背包 的 物品 ， 使 得 背包 中 的 物品 总 价值 
最 大 ? 

从 树 根 到 叶子 的 任 一 路 径 表示 解 空 间 中 的 一 个 元 素 。 例 如 ， 从 根 结 点 a 到 结 点 有 的 路 
径 相当 于 解 空间 中 的 元 素 (1, 1, 1)。 

(1) 问题 解 向 量 : 对 于 有 n 种 可 选择 物品 的 0-1 背包 问题 ， 其 解 为 长 度 为 n 的 向 量 
Cx[l],x[2]，…x[z]) 。 

(2) 显 约束 : x[i]e{0,1}，x 四 =1 表 示 选 取 第 i 物体 ，x[i]=0 表 示 不 选 第 i 个 物体 。 解 
向 量 中 每 个 变量 所 有 可 能 的 0-1 赋值 ， 构 成 了 该 问题 的 解 空间 。 例如 n=3 时 ， 其 解 空间 为 
{(0, 0, 0),(0, 0, 1),(0, 1, 0),(0, 1, 1),(1, 0, 0),(1, 0, 1),(1, 1, 0),(1, 1, 1)}， 如 图 5.2 所 示 。 


































































































图 5.2 3 个 物体 0-1 背包 问题 的 解 空间 


(3) 隐约 束 : 装 入 背包 的 物品 总 重量 不 超过 背包 的 容量 a: 
可 淹 法 搜索 子 集 树 的 一 般 算法 框架 如 下 : 必 

















型 








void backTrack (int t){ 


if(t>n)output (x); Va 输出 x 向 量 
else 和 


for(int 1 = O07i< = 1;i++){. 
[EY 二 1 
if (legal (t))Bac ew We 
} 
， 


时 间 复 杂 度 分 析 : ye 2 个 叶子 结 点 i 2”-1 中 ， 因 此 遍历 子 集 树 所 
需 运行 时 间 为 oo *， SS 
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2.， 排列 

et. 相应 的 解 空 间 树 称 
为 排列 树 (Permutation Tree)。 例 如 ， 对 于 {1, 2, …, n} 的 一 个 排列 ， 其 第 一 个 元 素 可 以 有 nn 种 
不 同 的 选择 。 一 旦 选 定 这 个 值 x*， 则 第 2 个 位 置 有 nn-1 种 选择 ， 重 复 这 个 过 程 ， 得 到 不 同 
排列 的 总 数 为 n! 。 排 列 树 中 至 多 有 nn! 个 叶 结 点 ， 因 此 任何 算法 遍历 排列 树 所 需 运行 时 间 为 
O(n!)。 

为 了 构造 出 所 有 nn! 种 排列 ， 可 以 设 一 个 具有 nn 个 元 素 的 数组 。 第 个 位 置 的 候选 解 的 
集合 就 是 那些 不 在 前 上 -1 个 元 素 的 部 分 解 中 出 现 的 元 素 集合 ， 因 此 ，S ={1,2,…,nn} 一 他 。 
当 上 =m+1l 时 ， 向 量 筷 就 是 问题 的 解 。 

例 5.2 旅行 售货员 问题 : 一 售货员 周游 若干 个 城市 销售 商品 ， 已 知 各 个 城市 之 间 的 路 
程 ， 选 择 一 个 路 线 ， 使 其 经 过 每 个 城市 仅 一 次 ， 最 后 返回 原 地 ， 并 且 总 路 程 最 小 。 

旅行 售货员 解 空间 树 就 是 一 个 排列 树 。 城 市 个 数 z=4 时 的 解 空间 树 如 图 5.3 所 示 。 从 
根 结 点 到 叶子 结 点 的 编号 构成 了 一 条 遍历 路 线 。 


























图 5.3 a / gk 
用 回溯 法 搜索 排列 树 的 算法 框架 如 下 : 


void backtrack (int t){ 


if (t>n)output (x) 7 A 获得 一 个 可 行 解 ， 输 出 x 向 量 


else 
for(int 1 = tii< = ny 


swap (x[t], x[i] Ke 
if (legall( 党 人 人 
swap (x[t] 3 


时 间 复杂 pp ee Na 叶子 结 点 个 数 为 (一 1)!， 
因此 遍历 树 需要 O(n 一)!) 计算 时 间 。 当 起 焦 城 市 不 固定 时 ， 叶 子 结 点 个 数 为 洲 ， 因 此 遍 
历 树 需要 O(n) 计算 时 间 。 


5.1.2 ”搜索 的 解 空间 


确定 了 解 空间 的 组 织 结构 后 ， 回 溯 法 从 根 结 点 出 发 ， pe es 
空间 。 搜 索 过程 中 ， 若 一 个 结 点 还 有 子 结 点 没有 生成 ， 则 该 结 点 是 活 结 点 。 若 所 有 子 结 
都 全 部 生成 ， 不 能 进一步 扩展 的 结 点 称 为 死结 点 。 ed 
结 点 ”。 

例如 , 对 于 上 述 3 个 物品 的 背包 问题 , 设 背包 容量 C= 10; 重量 w =(6, 5, 5); 价值 v=(7， 
4, 5)。 其 搜索 过 程 如 下 。 

(1) 从 图 5.2 的 根 结 点 a 开始 搜索 。 此 时 ，a 为 活 结 点 ， 也 为 扩展 结 点 。 在 该 扩展 结 点 


a 


























@ 为 了 避免 生成 那些 不 可 能 产生 最 佳 解 的 问题 状态 ， 要 不 断 地 利用 限界 函数 (bounding function) 来 舍弃 那 
些 实际 上 不 可 能 产生 所 需 解 的 活 结 点 ， 以 减少 问题 的 计算 量 。 即 回溯 法 在 解 空间 中 以 具有 限界 函数 的 
深度 优先 方式 搜索 ， 直 至 找到 所 要 求 的 解 或 解 空间 中 已 无 活 结 点 时 为 止 。 
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处 ， 沿 左 分 支 或 右 分 支 扩展 生成 b 结 点， 表示 把 第 1 个 物品 装 入 背包 ， 即 x[1] = 1。 此 时 ， 
a 和 4b 是 活动 结 点 ，b 是 扩展 结 点 。 由 于 选择 了 第 1 个 物品 ， 背 包 剩 余 容量 + = 10- 6= 4， 
获取 的 价值 为 7。 详 见 图 5.4 所 示 。 

















() (CD Gy 
too mi to hh oo 


当前 可 行 解 
ii AAA 
图 54 3 个 物体 0-1 en 


or ee 余 容量 少 于 第 二 个 物品 的 重量 ， 后 
第 二 个 物品 ， 即 4 为 死结 点 。 只 外 生成 。。 即 [2 0， 此 时 a、b、。 为 活 结 上 
是 当前 的 扩展 结 点 。 
Go) 同 可 沿 。 的 在 分 天 六 全 于 i 
行 解 ， 因 而 j 是 死结 点 内 能 沿 右 分 支 到 达 包 0 = 0。 由 于 人 是 叶子 结 点 ， 得 到 一 个 
MC, 0 0 WR 继续 回溯 到 e, 汝 

(4) e 也 > Pt 

(5) a 还 可 ) 分 支 生 成 ， 即 x[1] = 0， 表 示 不 装 入 第 一 个 物体 。 此 时 活动 结 点 是 a、 
c， 其 中 c 为 扩展 结 点 。 

(6) 同样 ，c 可 沿 左 分 支 生成 /， 表 示 装 入 第 2 个 物体 ， 即 x[2] = 1。 背包 剩余 容量 = 
10- 5= 5， 获 得 的 价值 为 4。 此 时 ， 活 动 结 点 为 a、b、f。 其 中 ， /为 扩展 结 点 。 

(07) /可 沿 左 分 支 生 成 1， 即 表示 装 入 第 三 物体 , 即 x[3] = 1。 此 时 ,背包 剩余 容量 为 + = 
5 -5 =0， 获 得 的 价值 为 9。 由 于 /是 叶子 结 点 ， 故 得 到 一 个 可 行 解 (0, 1, 1)， 且 是 到 目前 为 
止 价值 最 优 的 可 行 解 。 

按 此 方式 继续 搜索 ， 可 搜索 完整 个 解 空间 ， 最 终 找 到 最 优 解 。 

在 用 回 湖 法 搜索 解 空间 树 时， 通常 采用 两 种 策略 来 避免 无 效 搜索 ， 提 高 回溯 法 的 搜索 
效率 。 其 一 是 用 约束 函数 在 扩展 结 点 处 剪 去 不 满足 结束 条 件 的 子 树 ， 其 二 是 用 限界 函数 前 
去 不 能 得 到 最 优 解 的 子 树 。 这 两 类 函数 统称 为 剪 枝 函 数 。 


5.1.3 ”回溯 的 基本 步骤 


综 上 所 述 ， 回 溯 法 通常 包含 以 下 3 个 步骤 : 
(1) 针对 给 出 问题 ， 给 出 解 空间 ; 
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(2) 确定 易于 搜索 的 解 空间 组 织 结构 ; 
G) 以 深度 优先 的 方式 搜索 解 空间 ， 并 在 搜索 中 使 用 剪 枝 函数 避免 不 必要 的 搜索 ?。 
根据 以 上 步 又， 通过 深度 优先 搜索 思想 完成 回溯 的 完整 过 程 如 下 ; 
(D 设置 初始 化 的 方案 ; 
(2) 变换 方式 去 试探 ， 若 全 部 试 完 则 转 到 (7); 
G) 判断 此 法 是 否 成 功 (通过 约束 函数 )， 不 成 功 则 转 (2); 
(4) 试探 成 功 则 前 进一步 再 试探 
(5) 正确 方案 还 未 找到 则 转 (2); 
(6) 已 找到 一 种 方案 则 记录 并 打印 ; 
(7) 退回 一 步 (回溯 )， 若 未 退 到 头 则 转 (2); 
(8) 已 退 到 头 则 结束 或 打印 无 解 。 i 
一 个 回溯 算法 总 是 会 明确 或 者 隐 含 地 生成 一 棵 状态 空 中 的 结 点 代表 了 由 算法 
的 前 eet er en 样 的 一 个 元 组 (x,x0,…,x) 
不 是 问题 的 一 个 解 ， 该 算法 从 s。 中 找 出 下 5 素 不 仅 与 Ce ,zx ) 的 值 相 容 
而 且 与 问题 的 约束 条 件 相 容 ， Snr 元 的 下 一 个 值 ， 以 此 类 推 。 

用 回 湖 法 解 题 的 一 个 显著 特征 是 在 搜索 过 程 中 动态 产生 问题 的 解 空间 。 
算法 只 保存 从 根 结 点 到 当前 扩展 结 A 如 果 解 空间 树 中 从 根 结 点 到 叶 结 点 的 最 大 路 
径 的 长 度 hm) ， 则 回潮 法 所 需 的 计 常 为 OUM(m) 。 Ee ， 则 需 
woo oun he x% 3 

p 3 罗 

5.1.4 回潮 法 实现 交 - 
假设 问题 的 解 可 用 向 量 x= (a1,x2] EN 示 ，xt] 属 于 蕊 。 回 湖 法 从 空间 量 开始 ， 
首先 选择 的 最 小 值 作为 x[1] 的 值 ， 如 果 台 法 ， 部 分 解 为 (ec[1])， 继 续 在 X, 中 选择 最 小 什 
赋值 给 x[2]， 1 把 关中 的 下 一 个 元 素 赋 值 给 x[1]。 

一 般 地 ， 假 设 算法 已 得 到 部 分 解 (x[1], x[2]，…, x 中 )， 考 虑 向 量 v =(x[1], x[2]，…, x[j]， 
x[j+l])， 有 : 

(1) 若 "为 问题 的 可 行 解 ,算法 记录 它 作为 1 个 解 ， 若 仅 需 要 1 个 解 时 ， 算 法 终止 ， 否 
则 继续 寻找 其 他 解 ; 

(2) (向 量 步骤) 若 " 为 部 分 解 ， 算 法 在 区 ,中 选择 最 小 值 赋值 给 xj+2]， 继 续 (1); 

(3) 若 v 既 不 是 部 分 解 ， 也 不 是 最 终 解 。 

(a) 若 X,,, 还 有 其 他 元 素 可 选择 ， 赋 值 下 1 个 元 素 给 x[j+1]。 

(b) (回溯 步骤 ) 如 果 克 ,没有 其 他 元 素 可 选择 ， 算 法 回溯 上 一 层 ， 即 把 盛 的 下 一 个 元 
素 赋值 给 xj]。 若 X 也 没 其 他 元 素 可 选 ， 则 算法 回 淹 再 上 一 层 ， 即 把 X ,的 下 一 个 元 素 赋 
值 给 x[ 六 1]。 依 次 类 推 。 


































































































人 通常 有 两 种 实现 的 算法 : 递归 回溯 采用 递归 的 方法 对 解 空间 树 进 行 深度 优先 遍历 来 实现 回溯 ; 和 迭代 回 
淹 采 用 非 递归 迭代 过 程 对 解 空间 树 进 行 深度 优先 遍历 来 实现 回溯。 
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1.， 递归 回溯 实现 
设 x 为 解 向 量 ， 表示 解 向 量 的 长 度 ，: 为 层 数 ， 则 递归 回溯 算 法 的 实现 如 下 : 





backtrack( ) 函 数 为 回溯 法 的 递归 算法 框架 。 若 t>n 表示 到 达 叶子 结 点 ， 求 得 一 个 最 优 
解 。Output(x) 对 得 到 的 可 行 解 x 进行 记录 或 输出 处 理 ，fn， D 和 和 a ) 分 别 表示 在 当前 扩展 
结 点 处 未 搜索 过 的 子 树 的 起 始 编号 和 终止 编号 ，h(i) 表 示 SN 点 处 x 四 的 第 i 个 可 
选 值 ，constraint(D) 和 bound(D) 表 示 在 当前 扩展 结 点 处 的 和 限界 函数 。 若 满足 这 两 
个 函数 ， 即 获得 一 个 部 分 解 ， 递 归 调 用 Backtraekti 层 中 继续 寻找 部 分 解 ( 即 前 进 
步骤 )。 NN 

2， 非 递归 (迭代 ) 回 溯 实 现 XxX 

le eli a 采用 非 递归 迭代 过 程 ， 其 基本 算法 框架 
如 下 : Ee 





其 中 ，solution(D) 判 断 当前 扩展 结 点 处 是 否 得 到 问题 的 一 个 可 行 解 。 返 回 值 为 true 表示 
在 当前 扩展 结 点 处 x[1:d] 是 问题 的 一 个 可 行 解 。 若 返回 值 为 false 则 表示 在 当前 扩展 结 点 处 
x[1:J 只 是 问题 的 一 个 部 分 解 ， 还 需要 向 纵深 方向 继续 搜索 。ftn, Dj 和 g(n, 0 分 别 表示 在 当前 
扩展 结 点 处 未 搜索 过 的 子 树 的 起 始 编号 和 终止 编号 h(i) 表示 在 当前 扩展 结 点 处 x[# 的 第 i 
个 可 选 值 。 


@ 


5.2 图 的 m 着 色 问 题 











在 图 论 的 历史 中 ， 有 一 个 著名 的 猜想 : 四 色 定 理 。 即 每 个 地 图 都 可 以 用 不 多 于 4 种 颜 
色 来 染色 ， 而 且 没有 两 个 邻接 的 区 域 颜色 相同 。 该 猜想 是 由 一 位 叫 古 德 里 (Francis Guthrie) 
的 英国 大 学 生 提 出 来 ， 该 定理 的 证 明 是 世界 近代 三 大 数学 难题 之 一 。 一 个 多 世纪 以 来 ， 数 
学 家 们 为 证 明 这 条 定理 绞 尽 脑汁 ， 所 引进 的 概念 与 方法 刺激 了 拓扑 学 与 图 论 的 生长 、 发展。 
1976 年 ， 数 学 家 凯 尼斯 。 阿 佩 尔 (K. AppeD 和 沃 夫 冈 。 哈 肯 (W. Hakem) 借 助 电子 计算 机 首次 
得 到 一 个 完全 的 证 明 ， 四 色 问 题 也 终于 成 为 四 色 定理 。 

m 着 色 问 题 : 给 定 n 个 顶点 的 无 向 图 G =(V, E) 和 m 种 不 同 的 需要 颜色 ,用 这 些 颜 色 为 
图 中 天 中 的 顶点 着 色 ， 使 得 任意 相 邻 的 顶点 具有 不 同 的 颜色 。 


5.2.1 问题 的 解 空间 ,人 
其 解 为 长 度 为 n 向 量 表示 (c[1], c[2],…, c[m]))。 其 中 ， a ~ 示 第 1 顶点 a 着色“1”。 显 




































































然 , n 个 顶点 的 图 共有 3" 种 可 能 的 着 色 ， 其 解 空间 棵 高 度 为 n 的 完全 三 叉 树 。 如 
图 5.5 为 3 个 项 点 的 3 着 色 问 题 的 解 空间 .从 根 结 A 点 的 一 条 路 径 表 示 1 种 着 色 方案 。 
,KN 











c=3 





图 5.5 3 个 项 点 的 3 着 色 问题 的 解 空间 
如 图 5.6(a) 为 5 个 地 区 的 地 图 , 右 图 为 其 图 表示 , 顶点 表示 地 区 , 边 表示 两 个 地 区 相 邻 


























现在 用 颜色 {1, 2, 3} 对 其 顶点 着 色 。 则 其 解 用 长 度 为 $ 的 向 量 表示 (c[1], c[2], c[3], c[4]， c[5]) 
clie {1,2,3} 。 其 解 空间 为 高 度 为 5 的 完全 三 叉 树 。 











(a) 5 个 地 区 的 分 布 图 (b) 分 布 图 的 图 表示 
图 5.6 5 个 地 区 的 地 图 的 着 色 问 题 
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5.2.2 ”约束 条 件 























检查 当前 顶点 的 颜色 是 否 与 相 邻 顶点 的 颜色 相同 ? 相同 ， 则 当前 顶点 的 着 色 合法 ， 否 
则 不 合法 。 
5.2.3 ”搜索 解 空间 

为 了 简化 ， 我 们 考虑 5 个 顶点 的 三 着 色 问 题 。 如 图 5.7 所 示 ， 其 搜索 过 程 如 下 。 

(1) 从 顶点 a 出 发 。a 有 3 种 选择 , 假设 a 着色 “1”， 即 c[1]= 1。 到 达 第 2 层 ， 即 为 5 
着 色 。 

(2) 5b 也 有 3 种 选择 ,但 由 于 4 与 a 相 邻 ,b 不 能 着 色 “1”， 即 (1, 1) 为 不 可 行 解 ， 因 此 
该 结 点 为 死结 点 ， 图 中 用 X 表 示 。 6b 可 以 着 色 为 “2”， 即 c[2] = 2， 到 达 第 3 层 (部 分 解 为 (1， 





2))， 即 为 。 着 色 。 (入 
(3) 同样 ，c 不 能 着 色 “1”， 即 (1, 2, 1) 为 不 可 行 解 ， 因 此 该 结交 为 死结 点 ， 图 中 用 X 表 
示 。c 可 以 着 色 为 “2”， 即 c[3] =2， 到 达 第 4 层 (部 分 解 为 (让 2、2))， 即 为 4 着 色 。 
(4) 4 有 3 种 选 种 ，d 可 着 色 “1”， 即 c[4] = 1,, 到达 第 5 层 (部 分 解 为 (1, 2, 2, 1))， 即 为 
e 着色 。 \< A 
(5) e 有 3 种 选 种 ， 但 e 与 4 相 邻 ， 故 e 不 能 着 色 为 “1”， 即 (1, 2, 2, 1, 1) 为 不 可 行 解 ， 
e 与 2 或 c 相 邻 ， 故 e 不 能 着 色 为 “2”， 即 (1, 2, 2, 1, 2) 为 不 可 行 解 ， 结 点 
i 点 ; e 可 着 色 为 “3”， 即 c[5] = 3 到 达 叶子 结 点 ， 即 (1, 2, 2, 1, 3) 为 一 个 解 ， 着 色 结果 如 
图 5.8 所 示 。 继 续 搜索 整个 空 人 J 得 到 全 部 解 。 »% 
































图 5.7 用 回溯 求解 5 顶点 的 3 着 色 问题 图 图 5.8 着 色 结果 

以 上 搜索 过 程 可 以 看 出 :(1) 按 深度 优先 方式 进行 的 ，(2) 搜 索 过 程 中 不 需要 存储 整个 搜 
索 树 ， 只 需要 存储 根 到 当前 活 结 点 的 路 径 。 事 实 ， 在 搜索 过 程 中 ， 根 本 没有 生成 有 形 的 结 
点 ， 整 棵 树 是 隐 含 的 ， 只 需要 保存 着 色 的 路 径 即 可 。 


5.2.4 ”代码 实现 



































2 维 数组 a 表示 图 ,ali][] = 1 表示 第 i 个 顶点 与 第 j 个 顶点 相 邻 ( 即 有 边 相 连 )。main( ) 





主 函 数 中 2 维 矩 阵 的 初始 值 表 示 图 5.6 中 的 图 。mColorREC( ) 函 数 为 求解 m 着色 问 题 的 弟 
归 算 法 。 主 函数 中 的 mColorREC(a, c, 1, 5, 3) 语 句 表示 从 顶点 1 开始 着 色 ， 顶 点 个 数 为 5， 
颜色 数 为 3。IsValColor 函数 检查 着 色 是 否 合法 ， 即 约束 条 件 。mColorITer 求解 m 着 色 问 题 
的 非 递归 算法 。 





1. 检查 当前 顶点 着 色 是 否 合法 





2.，m 着 色 的 递归 算法 


设 a 为 邻 结 矩 阵 ，c 为 解 向 量 ,1 为 
色 的 递归 算法 实现 如 下 : 


A 
，nn 为 图 的 顶点 个 数 ，m 为 颜色 数 。 则 着 
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5.2.5 ”算法 时 间 复 杂 度 分 析 

在 最 坏 的 情况 下 ， 每 个 着 色 方案 都 要 检查 。 对 n 个 结 点 的 图 ， 一 共有 O(m") 着 色 方案 ， 
每 个 着 色 方案 需要 O(n) 步 操作 来 检查 着 色 是 否 合法 。 因 此 ， 在 最 坏 情况 下 ， 时 间 复 杂 度 为 
OU ) 。 


5.3 nn 皇后 问题 


西洋 棋 棋 手 马克 思 。 贝 瑟 尔 首先 提出 八 皇后 问题 。 之 后 高 斯 和 康 托 对 其 进行 研究 ， 并 
且 将 其 推广 为 更 一 般 的 n 皇后 问题 。1850 年 弗 朗 兹 ， 诺 克 给 出 八 皇 后 问题 的 第 一 个 解 。 按 
照 国际 象棋 的 规则 ， 如 果 两 个 皇后 处 在 同一 行 、 同 一 列 或 同一 对 角 线 上 ， 则 她 们 能 互相 攻 
击 。 而 半 皇 后 问题 要 求 : 如 何在 mxn 的 棋盘 上 放置 n 个 皇后 ， 使 其 彼此 不 相互 攻击 ， 如 
图 5.9 所 示 。 


@y 


第 5 章 回 溯 法 


5.3.1 问题 的 解 空间 





























由 于 每 个 皇后 都 在 不 同行 上 ， 每 行 有 n 个 不 同 的 位 置 ， 其 解 可 用 长 度 为 n 的 向 量 来 表 
示 , 即 x= {x[1],x[2],…,x[n]} -其 中 ,x 中 表示 皇后 i 放置 在 第 i 行 的 x 四 列 上 ,显然 1 x[i] 三 n。 
该 问题 的 解 空 间 是 一 棵 完全 的 n 叉 树 ， 树 的 根 对 应 没有 放置 皇后 的 情况 。 第 一 层 的 结 点 对 
应 皇上 的 可 能 放置 的 位 置 ， 第 二 层 对 应 皇 尼 可 能 放置 的 位 置 ， 依 次 类 推 。 
由 于 皇后 问题 的 解 空间 为 由 种 排列 ， 因 此 ， 我 们 将 要 构造 的 这 棵 树 实际 上 是 一 棵 排列 树 。 




















5.3.2 ”约束 条 件 


第 i 个 皇后 和 第 j 六 皇后 不 同 列 ， 即 x 去 x{ 放 且 不 在 同一 对 角 线 上 ， 即 
|x[]-x[ 有 jz|i 一 咱 。 

由 于 不 允许 2 个 皇后 放 在 同一 列 圭 , “所 以 向 量 中 x 四 的 值 互 不 相同 。 显 然 ， 
X 门 一 xX[ 刘 =i-y 或 -x 站 = 一 i， 则 第 Y 个 皇后 与 第 j 个 皇后 处 于 同一 对 角 线 上 。 其 中 ， 
图 5.10(a) 是 8 皇后 问题 的 一 个 解 ， 而 图 5.10(b) 则 为 4 皇后 问题 的 一 个 可 行 解 。 




















图 5.10 ”回溯 法 求解 四 皇后 
5.3.3 ”搜索 过 程 











用 回溯 法 求解 就 是 以 深度 优先 的 方式 在 解 空间 中 搜索 其 解 。 为 简化 讨论 ， 考 虑 4 皇后 
问题 。 对 于 4 皇后 问题 ， 算 法 产生 如 图 5.7 所 示 的 解 。 在 图 中 死结 点 用 X 表 示 。 












































算法 设计 、 分 析 与 应 用 教程 ©O) 


(1) 首先 第 1 个 皇后 放 在 第 1 行 的 第 1 列 ,， 即 x[1]=1。 

(2) 显然 ,x[2] = 1 时 两 皇后 处 于 同 1 列 ， 是 不 合法 的 ， 产生 1 个 死结 点 。x[2] = 2 也 是 
不 合法 的 ， 此 时 两 个 皇后 在 同 1 对 角 线 上 ， 又 产生 1 个 死结 点 。x[2] = 3 是 合法 的 ， 得 到 部 
分 解 (1, 3)。 

(3) 继续 向 前 搜索 x[3] 的 值 , x[3] 为 1 或 3 时 分 别 与 前 2 个 皇后 同 列 , 是 不 合法 的 。x[3] 
为 2，4 分 别 与 前 2 个 皇后 处 于 同 1 对 角 线 上 ， 也 是 不 合法 的 。 因 此， 回溯 到 第 二 层 ， 即 给 
x[2] 赋 了 予 新 的 值 。 

(4) x[2] = 4 是 合法 的 ， 继 续 设 置 x[3] 的 值 。 同 样 x[3] = 1 是 不 合法 的 。x[3] = 2 合法 ， 
得 到 部 分 解 (1, 4, 2)。 

(5) 继续 搜索 x[4] 的 值 ，x[4] 设 置 为 1,，4 或 2 es 是 不 合法 的 ， 设 
置 为 3 与 第 3 个 皇后 处 于 同一 对 角 线 上 ， 也 是 不 合法 的 。 第 3 层 。 即 对 
了 予 新 的 值 。 显 然 ，x[3] 为 3 或 4 都 是 不 合法 的 。 pe 2 层 。x[2] 已 经 为 4， 

而 继续 回溯 到 第 1 层 。 

(6) x[1]=2 是 合法 的 ， 继 续 搜索 x[2] 的 值 。 。 SS 

(7) 显然 x[2] 为 1、2、3 都 是 不 合法 的 。 AS 得 到 部 分 解 (2, 4)。 继 续 搜索 x[3] 





























的 值 。 

(8) x[3] = 1 是 合法 的 ， 得 到 部 分 AS i 

(9) 显然 x[ 和 为 1、 et [4] = 人 ， 到 达 叶子 结 点 ， 得 到 1 个 解 ， 
即 (2, 4, 1, 3)。 阁 

(10) 继续 搜索 ， 可 得 到 读 他 解 x 


， 约束 条 件 : Pe 


函数 pla Cb 漳 ; 1 个 当前 证 与 之 所 是， 其 中 
参数 :表示 放置 


bool A RE ney 
ned 
ForMl TEN 
if((x[i] == x[t])|labs(t-i)== abs(x[t]-x[i])) 
return false; // 第 t 皇后 与 第 i 皇后 的 位 置 冲 突 
return true; 


} 
2. nn 皇 后 问题 递归 算法 


void noOueensRec (int x[], int t, int N){ 
EL 
if(t>N){ // 获 得 一 个 可 行 解 ， 输 出 该 解 
for(i = 1;i< = N;i++) 
Peintr( Yd 让 芝 二 ] 到 
EVD 
}else { 


Gy 


其 中 , 表示 皇后 个 数 ,! 表示 当前 放置 第 ! 个 皇后 , x 解 癌 量 。 算法 nQueensRec(int x[]， 
int t int N) 递 归 搜索 解 空间 的 第 ! 层 子 数 ，! = 1 表示 实现 ; 解 空间 的 回 滴 。PN 时 表示 
搜索 到 叶子 结 点 ， 获 得 一 个 可 行 解 。+ 硅 时 表示 是 内 部 结 点 ， 该 结 点 N 分 支 ( 儿 
子 结 点 )。 对 每 个 分 支 都 要 用 place( i ， 若 可 行 ， 则 以 深度 优先 的 方式 递归 


地 对 其 子 树 进行 搜索 。 > 
函数 place(int x[], int 0) 检 查 第 SN 放生 的 位 置 是 否 与 :之 前 的 皇后 位 置 冲突 ， 


3. nn 皇后 的 非 递归 算法 
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5.3.4 算法 的 时 间 复 杂 度 分 析 

显然 ,每 1 行 都 及 n 个 可 能 位 置 可 以 放置 一 共有 wm" 种 可 能 。 因 而 最 坏 情 况 下 时 间 复 
杂 度 为 O(n") 。 似 乎 比 穷 举 法 要 高 ， 但 是 由 于 回溯 法 不 测试 死结 点 的 分 支 ， 它 的 平均 时 间 
复杂 度 要 低 于 穷 举 法 。 











5.4 装载 问题 


有 7 个 集装箱 要 装 上 2 条 载重 量 分 别 为 cl 和 cz 的 轮船 ,其 中 第 ;个 集装箱 的 重量 为 w[ 寻 ， 
要 求 确定 是 否 有 一 个 合理 的 装载 方案 可 将 这 些 集装箱 装 上 这 2 艘 轮船 。 如 果 有 ， 找 出 一 种 
装载 方案 。 4 


和 
注意 ; 在 满足 这 wli]<a +e Ri 2 条 轮船 。 
1 


容易 证 明 ， 由 

(1) 首先 将 第 一 稻 船 尽 可 能 装 满 xd 

(2) 然后 将 剩余 的 集装箱 装 上 第 二 稻 船 。 

将 第 一 舰 船 尽 可 能 装 满 等 价 于 从 所 有 集装箱 中 选取 一 个 子 集 ， 使 其 重量 之 和 小 于 并 且 
最 接近 c1。 由 此 可 见 ， 装载 问题 等 价 玉 如 殊 的 背包 问题 


: 有 efoljdsis ~ 

















其 中 ， DSA 
fi=1 
So 入, 
5.4.1 jeg pe 
问题 的 解 可 用 长 度 为 n 的 向 量 来 表示 ， 即 x=(x{1],x{2]…,x{n])，x[]=0 或 x[i]=1。 其 
中 ，x[i]=1 表 示 把 第 i 个 集装箱 装 入 第 1 个 船 中 ，x[i] =0 表 示 不 装 入 第 i 个 船 中 。 显然 ,其 
解 空间 同 0-1 背包 一 样 ， 是 1 棵 完全 二 叉 树 ( 详 见 图 5.2)。 


5.4.2 ”约束 条 件 











装 入 第 1 个 船 的 集装箱 的 重量 之 和 小 于 等 于 第 1 个 船 的 载重 量 。 即 Si < a 。 


5.4.3 ”限界 条 件 


由 于 算法 需要 求解 最 优 解 ， 引 入 限界 函数 可 以 剪 去 不 含 最 优 解 的 子 树 ， 避 免 不 必 要 的 
搜索 ， 从 而 提高 算法 的 平均 运行 效率 。 设 z 是 解 空间 中 的 当前 扩展 结 点 ，pestw 是 以 前 求 得 
的 最 优 值 ，cw 是 当前 重量 ，rw 是 剩余 重量 ， 即 mw= > 人 ,ne[7]。 目 前 考虑 z 的 右 分 支 ， 
即 x 四 =0， 显 然 若 cew+mw < besnw，z 的 右 分 支 不 可 能 包含 最 优 解 ， 因 而 应 剪 枝 ， 避 免 不 必 
要 的 搜索 。 


@y 








OO enn sa 
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5.4.4 ”搜索 过 程 


设 两 艘 船 的 载重 量 分 别 为 cl = 8，c2 = 6， 集 装 箱 的 重量 为 w =(4, 5, 3, 2)。 开 始 时 ，c1 
已 装 集装箱 重量 cw = 0，cl 的 最 优 重量 为 besnw = 0， 如 图 5.11 所 示 。 









» I 11 aa 


(1) 由 结 点 人 沸点 已 OO 此 时 cw = 4， 为 活动 结 点 ， 也 为 
当前 扩展 结 点 ; 

(4b 沿 2 结 点 c, 但 由 于 不 满足 约束 条 件 , 故 结 点 c 为 死结 点 。 
结 点 5 沿 右 分 冯 生 成 结 点 4d， 此 时 需要 计算 限界 ， 此 时 mw = 10，cw + mw > bestw， 限 界 满 
足 ， 故 x[2] = 0，d 为 当前 扩展 结 点 也 为 活动 结 点 ; 

(3) d 沿 左 分 支 生成 结 点 e: 满足 约束 条 件 ， 故 x[3] = 1，cw = 7。e 为 活动 结 点 ， 也 为 当 
前 扩展 结 点 ; 

(4)e 沿 左 分 支 生成 结 点 f， 由 于 cw + w[4] > cl， 不 满足 约束 条 件 ，f 为 死结 点 。 结 点 e 
沿 右 分 支 生成 结 点 h， 此 时 需要 计算 限界 ， 显然 限 界 条 件 满足 ， 故 x[4] = 0， 到 达 叶 子 结 点 
获得 可 行 解 (1, 0, 1, 0)。 此 时 bestw = 7。 算 法 回溯 到 e， 继 续 搜索 其 他 更 优 解 ; 

(5) e 继续 回溯 到 dg， 此 时 cw = 4。4& 沿 右 分 支 成 结 点 i， 此 进 需 要 计算 限界 ,计算 得 rw 
=2，cw+rmw< bestw 不 满足 限界 条 件 ， 算 法 回溯 到 b; 

(6) 5b 没 其 他 分 支 可 选 ， 继 续 回溯 到 a; 

(7) 算法 继续 执行 ， 直 到 找到 所 有 优 解 。 








中 变量 说 明 

#define num 100 

int bestx[num] = {0}; // 存 放 最 优 解 
int wlnum]; / /集装箱 重量 


PB 
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@ 装载 问题 的 递归 算法 





bestw = 07 
loadingRec (1) 7 // 从 第 1 个 集装箱 开始 装 船 
printf(" 第 工 船 的 最 优 栽 重量 为 :sda\n"，bestw) 
printf ("第 1 船 的 最 优 解 为 ") ; 
fortint i = Lie = mit) 
printf ("%d, ", bestx[i]); 
// 求 剩余 集装箱 的 重量 
int cw2 = 0; 
£60rAint TL wm < rm nyirt) 
if (bestx[i] == 0)cw2+ = wl[i]; 
if (cw2>c2) 
printf ("无 法 将 剩余 集装箱 装 入 第 2 船 ， 问 题 无 解 ") ; 2 





else 


printf ("可 将 剩余 集装箱 装 入 第 2 船 ， 问 题 有 解 ") < 


getchar (); 
} xy 


> 7 
\S 
5.4.5 算法 效率 分 析 NA 


由 于 装载 问题 解 空 间 的 子 集权 中 时 的 数目 为 2 ， 因 此 回溯 法 产生 的 时 间 复 杂 度 
为 O02") 。 NS 
1 VK 2 
EP YK 
,KE.5 0-1 背包 问 





旋 


在 5.1 节 ， 我们 经 给 出 了 解 空间 及 搜索 过 得 。 由 于 该 问题 的 目标 是 寻找 一 个 最 优 角 ， 
因此 ,可 眼 加 条件 加 速 寻找 该 最 优 解 的 速度 。 


5.5.1 问题 的 解 空间 
其 解 为 长 度 为 n 的 向 量 (x{1],x{2],…,xfn])，xi]e{0,1}。 
5.5.2 ”约束 条 件 


























放 入 物品 的 重量 之 和 小 于 等 于 背包 容量 ， 即 Yi<c 。 


5.5.3 ”限界 条 件 


假设 我 们 已 确定 了 (x[1], x[2],，…, x[ 语 1]) 的 值 , 当前 到 达 的 结 点 为 z, 现在 确定 x[d] 的 值 。 
设 选择 z 的 右 分 支 ， 即 x[4] = 0， 获 得 当前 总 价值 为 cp， 从 t+1 物体 到 第 nn 个 物品 的 价值 总 
和 为 rp， 以 前 搜索 到 的 可 行 解 的 最 大 价值 为 bestp， 显 然 车 cptrp < bestp， 则 从 结 点 z 的 右 
分 支出 发 是 不 可 能 找到 比 bestp 更 优 的 解 ， 因而 从 z 结 点 右 子 树 进行 搜索 是 没 必要 的 ， 因而 
限界 条 件 可 以 进一步 避免 不 必要 的 搜索 ( 即 剪 枝 )， 加 速 寻 找 最 优 解 的 速度 。 限 界 条 件 为 


PB 
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cp+rp>bestp. 

为 了 更 好 地 计算 上 界 ， 首 先 对 剩余 物品 按 单位 价值 进行 排序 ， 先 装 价值 大 的 ， 后 装 价 
值 小 的 ， 直 到 不 能 装 下 时 ， 再 装 入 该 物品 的 一 部 分 ， 从 而 填 满 背包 ， 获 得 上 界 。 
例如 ， 对 于 5.1 节 的 背包 问题 C= 10， 重 量 w =(6, 5, 5)， 价 值 y=(7, 4, 5)。 这 三 个 物品 
的 单位 重量 的 价值 为 (1.167, 0.8, 1)。 以 物品 的 单位 价值 的 顺序 装 入 物品 , 即 依次 装 入 物品 1。 
此 时 ,剩余 的 背包 是 4 只 能 装 入 0.8 的 物品 3。 由 此 得 到 一 个 解 (1, 0, 0.8)， 其 对 应 的 价值 为 
11。 尽 管 这 不 是 一 个 可 行 解 (物品 不 能 取 一 部 分 )， 但 可 以 证 明 ， 其 价值 是 最 优 解 的 上 界 。 


5.5.4 ”搜索 过 程 


为 了 简化 算法 ,假设 物品 已 按 单位 价值 排 好 序 。 设 物品 数 n = 4， 容 量 C = 10， 物品 重 
量 w=(1, 2, 3, 5)， 价 值 v =(5, 7, 9, 7)。 显 然 ， 物 品 已 按 单位 价值 排 好 序 ， 若 没 排序 ， 应 事 
先 排序 。 了 

开始 时 背包 为 空 ， 背 包 剩 余 容量 > = 10， 当 前 价值 全 estp = 0。 搜 索 过 程 如 
图 5.12 所 示 。 























5.12 4 个 物体 的 0-1 背包 求解 


(1) 选择 第 1，2，3 物品 进入 背包 ， 得 到 部 分 解 (1, 1, 1)。 此 时 当前 扩展 结 点 为 4， 剩余 
容量 为 4， 价 值 cp = 21。 此 时 ， 物 品 4 的 重量 大 于 背包 容量 ， 不 能 放 入 ， 到 达 叶 子 结 点 ， 
得 到 可 行 解 (1, 1, 1, 0)， 目 前 的 最 优 解 为 bestp = 21。 

(2) 算法 回溯 到 c 结 点 ，c 可 选择 右 分 支 ， 此 时 剩余 容量 为 x =7，cp = 12。 计 算 上 界 ， 
上 界 为 19， 不 大 于 bestp， 因 而 中 断 搜索 ( 剪 枝 )。 算 法 回溯 ， 到 b 结 点 。 

(3)b 可 选择 右 分 支 , 此 时 剩余 容量 为 >= 9, cp = 5。 计 算 上 界 , 上 界 为 22, 不 大 于 bestp， 
而 中 断 搜 索 ( 剪 枝 )。 算 法 回溯 ， 到 a 结 点 。 

(4) a 可 选择 右 分 支 ， 即 此 时 x[1] = 0, r= 10，cp = 0。 此 时 计算 上 界 ， 上 界 为 26， 大 
于 pes 加 , 继续 向 前 搜索 。 把 2、3、4 物品 分 别 放 入 背包 , 到 达 叶 子 结 点 , 得 到 可 行 解 (0,1,1,1)， 
其 价值 为 26， 为 最 大 价值 。 

@ 变量 定义 及 说 明 

int bestp = 0; // 最 优 值 


Gy 


























@ 0-1 背包 问题 的 递归 算法 
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if (bound (t+1) >bestp)1{ 
XIt] = 0 
knapREC (t+1); 


} 

int main(){ 
knapREC (1); 
forl(lint i = 1;i< = 4;i++) 

printf ("%d, ", bestx[i]); 

printf ("besttp = %d", bestp); 
getchar () 7 

1 





5.5.5 ”算法 效率 分 析 


名 湖 算法 的 运行 时 间 取 决 于 它 在 搜索 过 程 中 所 生成 航 es 而 限界 函数 可 以 大 大 减 
少 生 成 结 点 的 个 数 ， 避 免 无 效 搜索 ， os 间 的 子 集 树 中 叶子 结 点 的 数 
目 为 > ， 调 ee a 
ried 故 用 回溯 法 求解 0-1 背包 问 se 
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旅行 商 问题 (aveling Sols Eroblem，TSP) 又 谋 为 放生 推销 员 问题、 货 郎 担 问题 , 简 
称 为 TSP 问题 ， 是 最 基 SS 在 寻求 单一 旅行 者 由 起 点 出 发 ， 通 过 所 有 

给 定 的 需求 点 之 后 最 后 再 回 到 原点 的 短路 径 。 

有 设 图 G= 点 代表 城市 ， 边 的 权 值 代表 两 城市 之 间 
路 径 的 长 度 数组 g[] 中 来 表示 该 图 。 de hr 
城 的 一 个 城市 排列 ， 并 且 使 得 路 径 最 短 ， 如 图 5.13 所 示 。 



































图 5.13 TSP 问题 的 回溯 法 求解 


5.6.1 问题 的 解 空间 


从 居住 城市 出 发 的 一 个 城市 排列 可 用 向 量 (x[1], x[2], …, x[n]) 表 示 。x[1] 表 示 居 住 城市 的 
编号 ，x 世 表示 经 过 的 第 i 个 城市 的 编号 ，S = {1,2,…, 允 为 城市 编号 的 集合 ， 由 于 在 解 中 ， 
城市 的 编号 不 能 重复 ， 因 而 x[i]e 5S 一 {x[]],…,x[]}， 其 解 空间 如 图 5.13。 事实 上 ， 所 有 排列 
问题 的 解 形式 与 此 类 似 。 

5.6.2 ”约束 条 件 

显然 路 径 中 相 邻 城市 之 间 有 路 径 相 连 ，g[x[z-1]][x[ 可 过 =。 并 且 最 后 一 个 城市 与 第 1 个 

城市 有 路 径 相 连 ， 即 g[x[n]][x[1]] 疼 %。 


5.6.3 ”限界 条 件 ,人 


设 cl 表示 当前 走 过 路 径 的 长 度 ，bestl rao 短路 径 的 长 度 。 显 然 ， 若 
cl>bestl， 没 必要 继续 搜索 (前 枝 )。 


5.6.4 “搜索 解 空间 Ry 


为 了 简化 ， 考虑 4 个 城市 如 图 5.14 志 ,居住 城市 为 1。 搜索 过 程 如 下 : 



































图 5.14 4 个 城市 的 TSP 的 搜索 过 程 


(1) 由 于 城市 1 为 出 发 城市 ， 因 而 从 根 结 点 a 生成 a 结 点 ， 即 x[1] = 1， 此 时 a 为 活动 
结 点 ， 也 为 扩展 结 点 ; 

(2) 城市 1 与 城市 2 相连 ， 因 而 可 从 a 结 点 沿 左 分 支 生成 5 结 点 ， 即 x[2] = 1， 表 示 经 
过 第 2 城市 ， 此 时 cl = 20，best1 = mw ， 限 界 条 件 满足 。b 为 扩展 结 点 ; 

(3) 城市 2 与 城市 3 相连 , 因而 可 从 5b 结 点 生成 e 结 点 , 即 x[3]=1, 此 时 cl =25, bestl 
=o ， 限 界 条 件 满 足 。e 为 扩展 结 点 

(4) 城市 2 与 城市 3 相连 ， 因 而 可 从 e 结 点 生成 上 结 点 ， 即 x[4] = 1。 此 时 cl1=40， 
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best =o ， 限 界 条 件 满足 。k 为 扩展 结 点 ; 

(5) 大 是 叶子 结 点 ， 并 且 与 居住 城市 1 相连 ， 故 找到 1 条 当前 最 优 路 径 (1，2，3，44)， 
长 度 为 44， 即 bestl = 44。 算 法 回溯 ， 继 续 寻 找 更 优 的 路 径 ; 

(6) 算法 先 回溯 到 e, 然后 再 回溯 到 有 。 城 2 还 与 城 4 相 连 , 故 从 2 扩展 1 结 点 , 即 x[4]=1。 
此 时 ，c1 = 30，bestl1 = 44， 限 界 满足 。 因 而 7 了结 点 为 扩展 结 点 ; 

(7) 城 4 与 城 3 相连, 故 可 从 f 结 点 扩展 i 结 点 , 即 x[3] = 1。 此 时 , cl = 45, bestl = 44， 
限界 条 件 不 满足 ， 故 算法 回溯 ; 

(8) 继续 以 上 步骤 ， 搜 索 完整 条 路 径 ， 最 终 得 到 最 优 路 径 (1, 3, 2, 4) 或 (1, 4, 2, 3) 最 优 路 
径 ，bestl = 25。 

对 应 的 代码 实现 如 下 : 








SR ) eS 
5.6.5 时 间 复 杂 度 分 析 区 

由 于 解 是 图 顶点 的 一 个 排列 ， 第 1 个 顶点 已 确定 ， 因 而 一 共有 O((z -1D0 种 可 能 , 每 次 
更 新 需要 O(n) 来 更 新 bestx 的 值 ， 故 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(n!) 。 





5.7” 批 处 理 流水 作业 调度 问题 


n 个 作业 {1,2,…,n} 要 在 由 两 台 机 器 MI 和 M, 组 成 的 流水 线 上 完成 加 工 。 每 个 作业 加 工 


的 顺序 都 是 先 在 Mi 上 加 工 , 然后 在 M; 上 加 工 。 Mi 和 Ms 加 工作 业 i 所 需 的 时 间 分 别 为 a 四 
和 b[i](1 专 i<n)。 批 处 理 流水 作业 调度 问题 要 求 确定 这 个 作业 的 最 优 加 工 顺序 , 使 得 完成 
时 间 总 和 达到 最 小 。 


5.7.1 ”问题 的 解 空间 


根据 问题 描述 可 知 ， 该 问题 是 要 求 n 个 作业 的 一 个 排列 ， 按 照 该 排列 顺序 ， 使 得 n 作 
业 完 成 的 时 间 ( 包 括 等 待 时 间 与 作业 运行 的 ) 和 最 小 。 作 业 的 排列 可 用 向 量 
x= (x[1],x[2],…,x[n]) ， 其 中 1 三 x[i] 三 n， 表 示 第 i 个 执行 作业 的 标号 。 
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5.7.2 ”约束 条 件 
由 于 作业 的 任 一 个 排列 都 是 可 以 的 ， 因 而 无 约束 条 件 。 
5.7.3 ”限界 条 件 





用 cf 表 示 当 前 已 完成 的 作业 所 用 的 时 间 总 和 (包括 每 个 作业 的 等 待 时 间 )， 用 pestr 表示 
以 前 找到 的 最 优 解 的 值 ，cf 只 能 增加 ， 不 能 减少 。 显 然 如 果 c 户 pestp 不 可 能 包含 最 优 解 ， 
没有 继续 搜索 的 必要 。 因 而 限界 条 件 为 of < bestf 。 











5.7.4 ”搜索 过 程 
考虑 3 作业 的 调度 ， 他 们 在 Ml 上 执行 的 时 间 分 别 为 11 =(2, 3; 人 


为 2=(1, 1 3)， 开 始 时 cf = 0，bestf 为 w。 几 [表示 在 机 器 1 执行 完成 作业 的 时 间 总 
和 ， RN RI[1]=0。 
首先 从 结 点 a 开始， 如 图 5.15 所 示 。 E 和 





No =7J2=10.c 户 19 f1=7/ 2= gof-18 


BestF19 BestF518 
图 5.15 流水 作业 问题 

(1) 由 a 扩展 生成 5p, 即 x[1]=1， 此 时 , A[1]=#1[1]=2, /2[1]=/[1]+2[1]=3, cf= 
3， 满 足 限 界 条 件 ; 

(2) 继续 由 5 扩展 生 成 e: 即 x[2]=2 得 到 /1[2] = 有 1[1] + 1[2]=5。 由 于 有 [1] < 用 [2]， 
故 [2]=/1[2]+ 22[2]=6，of=/[1]+/2[2]=9， 满 足 限 界 条 件 ; 

(3) 由 e 扩 展 生 成 k, 即 x[3]=3, 得 用 [3] = 用 [2]+71[3]=7。 由 于 /2[2] </1[3], 故 f2[3] 
三 1[3] + 12[3]=10。cf= 有 [1]+/2[2]+ 有 2[3]= 19, 满足 限界 条 件 。 此 时 为 叶子 结 点 ， 得 到 
可 行 解 (1, 2, 3)， 并 且 该 可 行 解 是 目前 为 此 的 最 优 解 ， 即 bestf = 19; 

(4) 算法 回溯 到 e 结 点 ，e 结 点 无 更 多 分 支 ， 继 续 回溯 到 hp。 此 时 b 为 活 结 点 。 由 4b 沿 
右 分 支 扩 展 生 成 结 点 f， 即 x[2] =3。 此 时 , [2] = 有 1[1] +71[3]=4, 1[2]>f2[1], 故 J2[2]= 
1[2]+ 22[3]=7，cf= 有 [1] +/2[2] = 10，bestf= 19 满足 限界 条 件 ; 

(5) 继续 由 了 扩展 生 成 1, 即 x[3]=2。 此 时 有 [3] = 有 [2]+ [2]=7。 有 1[3]= 记 [2], 故 2[3] 
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= 有 1[3] + 12[2] =8，cf= 有 [1] + 有 [2] + 有 2[3] = 18， 满 足 限制 条 件 ， 同 时 到 达 叶 子 结 点 ， 得 到 
更 优 的 解 bestf= 18， 解 为 (1, 3, 2); 

(6) 算法 回溯 ， 继 续 寻 找 更 优 的 解 。 

则 相关 的 算法 实现 如 下 : 





void main(){ 
n= 4; 
t1[1] = 5, t1[2] = 12, t1[3] = 4; t1[4] = 8; 
t2[1] = 6;t2[2] = 2; t2[3] = 14, t+t2[4] = 7; 
cf = 0; 
bestf = MAXINT; 
for(int i = 17i< = ni++)x[i] = i; 
JobingRec (1); 
printf ("最 优 解 \n"); 


for(int L = Tie = nitt)printf("%dy ww bestxtil)ys 
getchar () 7 论 
】} 
SN 
5.7.5 ”时间 复杂 度 分 析 准 - 
算法 计算 限界 函数 复杂 度 0(1) ， 在 最 坏 情 况 1 a n! 个 结 点 ， 每 个 结 点 都 需要 计算 限 


界 函 数 ， 故 计算 限界 函数 的 时 间 复杂 度 为 CCui 外 ， 在 叶子 结 点 需要 O(n) 的 复杂 度 记 


录 当 前 最 优 解 ， ee 会 搜索 到 ， 叶 子 结 点 共有 nn! 个 ， 其 复杂 度 为 
O(nn!) 。 轩 仙 其 二 且 大 太 加 间 宫 有 7m+DD 。 





二 8 AcM ooeaniey 


5.8.1 prosam aors0R, A) 
ls 题目 描 3 


在 一 个 遥远 而 未 开化 的 行星 Dreisamwuste 上 有 一 片 沙漠 ， 在 发 掘 的 出 土 文物 中 ， 发 现 
了 一 些 画 有 神秘 符号 的 纸 片 。 经 过 长 期 研究 之 后 ， 该 工程 科学 家 猜测 这 些 符号 可 能 是 等 式 
的 一 部 分 。 如 果 这 是 真是 的 ， 就 能 证 明 Dreisamwuste 文明 很 久 以 前 已 经 存在 了 。 

然后 ， 问 题 是 纸 片上 的 符号 只 有 数字 ， 括 号 和 等 号 。 有 足够 的 证 据 可 以 证 明 
Dreisamwuste 人 只 懂得 3 种 运算 符 的 运算 : 加 、 减 和 乘 ， 而 且 算术 运算 没有 优先 规则 ， 他 
们 只 是 严格 地 将 每 项 数据 从 左边 计算 到 右边 。 例 如 ，3+3x5， 他 们 的 计算 结果 是 30， 而 不 
是 18。 

但 现在 纸 片上 的 等 式 里 没有 任何 算术 运算 符 。 因 此 如 果 这 些 假 设 是 正确 的 ， 而 且 这 些 
数字 能 形成 等 式 ， 那 么 这 些 运算 符 早已 随时 间 而 消失 了 。 

你 是 计算 机 专家 ， 应 该 能 够 发 现 这 些 假设 是 否 正确 。 对 于 某 些 等 式 (没有 算术 运算 符 )， 
如 果 在 表达 式 种 重新 放置 运算 符 + 、- 和 x ， 可 以 构造 一 个 有 效 的 等 式 。 例 如 ， 在 一 张 纸 
上 ， 有 字符 串 “18=7(5 3)2”。 一 种 可 能 的 结果 是 “18=7+(5 一 3)x2”。 但 是 如 果 一 张 纸 
片上 有 “5=33”， 那 么 写 下 这 个 式 子 时 ，Dreisamwuste 不 认为 这 是 一 个 等 式 。 




















同 。 


输入 格式 
每 个 等 式 在 输入 中 占 一 行 。 每 行 开头 是 一 个 正 整数 (小 于 230)， 接 着 是 =( 为 了 方便 ， 
Dreisamwuste 人 在 左边 只 用 了 数字 )。 之 后 是 多 达 12 个 的 正 整数 ， 构 成 等 式 的 右边 (这 些 数 
的 乘积 小 于 230)。 一行 不 超过 80 个 字符 。 有些 数 可 能 有 包括 括号 , 等 式 中 括号 数 没有 限制 。 
两 个 数 之 间 至 少 有 个 空格 或 括号 。 
输入 一 行 只 有 0 结束 ， 不 需要 处 理 。 
输出 格式 
对 于 每 个 等 式 ， 输 入 出 一 行 “Equation 加:”，n 是 等 式 的 编号 。 然 后 输出 一 行 ， 是 该 等 
式 的 解决 方案 ， 也 就 也 是 插入 + ，- 和 x 运算 符 的 等 式 。 不 要 在 等 式 中 输出 空格 。 
如 果 等 式 不 成 立 ， 那 么 输出 “Impossible ”。 
每 组 测试 数据 后 输出 一 个 空 行 。 , 伦 
输入 样 例 SA 
18= 7(5 3)2 
30=335 SN 
18=335 XS 
5=33 "RS 全 
NS 
0 、 NS 








输出 样 例 、 和 
Equation #1: Equation #2: n #3: Equation #4: 
18 = 7+(5-: 5 Mo- 3+3x5 a Tmpossible Impossible 
2， 题目 分 析 ,人 一 


ey 
题目 中 和 的 和 过 是 一 些 攻 字 入 导 要 求生 过 当 的 运算 符 + 、 -和 x ， 使 运算 
结果 等 于 左边 > 每 个 可 以 放 秆 运算 符 的 位 置 ， 都 可 以 放置 + 、- 和 x ， 即 解 空间 是 一 里 
完全 3 又 树 。 


3， 问 题 实现 
#include <stdio.h> 


#include <string.h> 
#include <ctype.h> 


#define LEFT -1 // 左 括号 

#define RIGHT -2 // 右 括号 

#define MUL -3 //X 号 

#define ADD -4 //+ 号 

#define SUB -5 一生 

#define OP -6 // 该 位 置 应 该 有 运算 符 


#define NONE -10 


char a[100]; // 原 始 的 等 式 数据 
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在 算法 backtrack(int dep) 中 ， 如 果 dep 一 opos， 表 示 所 有 的 运算 符 构造 完毕 ， 此 时 ， 
表达 式 的 结果 等 于 左边 的 数 Left 时 ， 则 找到 了 答案 。 如 果 dep<opos， 对 第 dep 个 运算 符 ， 


可 以 放置 + 、- 和 x ， 并 进入 相应 的 子 树 ; 在 算法 compute( ) 中 ， 只 关注 括号 ， 不 需要 考虑 
运行 符 +、- 和 x 的 优先 级 ， 函 数 bracket( ) 是 一 个 间接 递归 的 。 也 就 是 说 ， 如 果 一 对 括号 
中 还 有 括号 的 话 ， 则 继续 用 函数 bracket( )。 括 号 的 判断 也 可 以 使 用 堆栈 的 方法 来 实现 。 


如 果 数 据 b 的 项 数 bn = 0 时, 或 者 标志 possible = 0， 则 题目 无 解 ， 输 出 “Impossible”。 
本 算法 采用 回溯 来 实现 ， 其 时 间 复 杂 度 是 OG3") 。 


@y 





SU 0 回 溯 法 
(9 -一 ee 


5.8.2 A Plug for UNIX( 难 度 : 交友 克 交 六) 


.题目 描述 


你 负责 为 联合 国 互联 网 管理 委员 会 (UNIX) 的 首次 会 议 准 备 新 闻 发 布 定 ，UNIX 有 个 国 
际 性 任务 ， 就 是 使 互联 网 上 累 效 和 官僚 的 信息 和 想法 尽 可 能 畅通 无 阻 。 

因为 新 闻 发 布 室 要 接待 来 自 世界 各 地 的 记者 ， 所 以 在 建造 发 布 室 时 ， 它 配备 了 各 种 电 
插座 以 满足 当时 各 个 国家 电器 不 同形 状 的 电 插头 和 电压 。 不 幸 的 是 ， 发 布 室 是 在 很 多 年 以 
前 建造 的 ， 当 时 的 记者 们 使 用 电器 的 种 类 很 少 ， 每 种 电器 也 只 有 一 种 类 型 的 插座 。 现 在 ， 
像 其 他 人 一 样 ， 记 者 们 需要 很 多 这 样 的 设备 来 做 他 们 的 工作 : 笔记 本 电脑 、 手 机 、 录 音 机 、 
寻呼机 、 咖 啡 壹 、 微 波 炉 、 吹 风机 、 卷 发 钳 及 (电动 ) 牙 刷 等 。 sme 









































用 电池 ， 但 由 于 这 次 会 议 可 能 很 长 而 且 乏 味 ， 你 希望 能 够 提供 多 的 插座 。 

在 开会 之 前 ， pen bd sae 设法 安装 合用， 你 注意 到 ， 一 
些 设备 使 用 的 插头 在 发 布 室 是 没有 相应 插座 的 。 你 感到 和 ， 外 国 的 这 些 设备 在 建造 发 
布 室 时 是 不 是 不 存在 的 。 有 些 插座 ， Se pr 而 另外 一 些 插座 ， 没 有 一 
个 设备 的 插头 能 够 使 用 。 NA 

为 了 设法 解决 这 个 问题 ， i 家 电器 供应 商店 。 这 个 商店 出 售 适配器 ， 
适配器 把 一 种 类 型 的 插头 转换 为 不 同 的 插座 。 适配器 可 以 插入 到 其 他 适配器 。 这 家 商 
店 没有 用 于 所 有 可 能 组 合 的 插头 和 插座 适配器 。 “办 的 适配器 ， 他 们 基本 上 无 限量 
供应 。 II YY 

输入 格式 





























输入 只 有 4 a 表示 发 
不 时 林 订 的 数 基 楼 下 米 ， 行 ， 是 在 2 家昌 到 的 插座 类 型 。 每 个 括 座 类 型 是 一 个 包 
含 不 超过 24 字 的 字符 串 。 下 一 行 是 二 个 正 整 数 m(1 硅 m 夺 100), 表示 你 想 要 插入 


的 设备 的 数量 a 风行 , 每 行列 出 设备 的 名 称 和 它 使 用 的 插头 类 型 (与 它 所 需要 的 插座 
类 型 相 一 致 )。 设 备 名称 是 一 个 不 超过 24 个 字母 /数字 的 字符 串 。 没 有 两 个 设备 的 名 字 恰 好 
相同 。 插 头 类 型 和 设备 名 称 之 间 有 一 个 空格 。 下 一 行 是 一 个 正 整数 上 入 大 过 100) ， 表 示 可 
的 不 同类 型 的 适配器 数量 。 接 下 来 行 ， 每 行 描述 一 种 类 型 的 适配器 :适配器 提供 的 插 
座 类 型 ， 一 个 空格 ， 接 着 是 插头 的 类 型 。 























输出 格式 
输出 一 行 ， 是 一 个 正 整 数 ， 表 示 不 能 插入 的 设备 的 最 小 数 。 
输入 样 例 

1 

4 5 3 

A laptop B BX 

B phone C XA 

Le pager B XD 

D clock B 
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输出 样 例 
1 
2. 题目 分 析 


给 定 插头 和 插座 的 类 型 和 数量 ， 再 给 定 适 配器 的 类 型 ， 而 适配器 的 数量 是 无 限 的 。 且 
适配器 可 以 插入 其 他 适配器 ， 计 算 没 有 找到 插座 的 插头 数量 。 这 里 选择 的 是 回溯 算法 ， 也 
可 以 使 用 二 分 图 的 算法 。 


3， 问 题 实现 
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Re 





本 问题 的 时 间 复 杂 程 度 为 O0D)。 
5.8.3 回 文 构 词 检测 (Anagram Checker)( 难 度 : 交友 六 妆 交 ) 

1. 题目 描述 

如 果 把 一 个 名 字 的 字母 重新 排列 ， 得 到 一 个 有 趣 的 变 位 词 ， 总 是 一 件 很 快乐 的 事 。 例 
如 ,将 “WILLIAM SHAKESPEARE "字母 重新 排列 , 就 变 成 <SPEAK REEALISM A WHILE”。 
编写 一 个 程序 ， 读 取 一 个 字典 和 一 些 短语 。 然 后 根据 字典 ， 用 给 定 的 短语 构成 变 位 词 。 
短语 的 字母 构成 变 位 词 时 ， 你 的 程序 应 该 能 判断 这 些 变 位 词 都 能 在 字典 里 找到 。 变 位 词 不 
能 与 原 有 的 单词 相同 。 如 果 找 不 到 变 位 词 ， 什 么 都 不 用 输出 ， 也 不 要 输出 空 行 。 

输入 格式 A 

分 为 两 个 部 分 ,第 一 个 部 分 为 字典 ,每 行 一 


























个 间 词 ， 单 词 以 衬 代 序 输 入 ， 以“ 结尾， 





单词 数 不 超 过 2000 个 ， 然 后 是 第 二 部 分 ， 


个 单词 中 的 字母 可 以 随意 调换 顺序 ， 而 且 必须 要 有 


变动 ， 然 后 让 你 把 对 于 每 个 


ann : 用 上 面 的 单词 去 组 合 ， 这 几 
短语 的 所 有 的 组 合 都 输出 来 。 短 语 输入 同样 以 NA ， 单 词 与 短语 中 字母 个 数 不 超 过 


20， 所 有 字母 均 是 大 写 。 
输出 格式 
对 于 每 个 短语 ， 输 入 能 组 成 它 


看 样 例 。 > 
A Sp 


< 


wi 


六 
# 是 
N 


A 


疾 、 
开 
VS 


合 ， 单 词 以 字典 序 排列 。 具 体 输出 格式 请 


交 - 
不 XX 


输入 样 例 gy 
ABC 和 
AND 

DEF 、AA-~ 

DX dl 

ZN 

KX 

LJSRT 

LT 

PT 

PTYYWQ 

Y 

YWJSRQ 

ZD 

了 ZZXY 

# 

ZZXYABC DEF 

SXZYTWQP KLJ YRTD 

ZZXY YWJSRQ PTYYWQ ZZXY 

# 
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输出 样 例 
SXZYTWQP KLJ YRTD =DXZKLJSRT PTYYWQ 
SXZYTWQP KLJ YRTD = DXZ K LT PTY YWJSRQ 
SXZYTWQP KLJ YRTD = KX LISRT PTYYWQ ZD 
SXZYTWQP KLJ YRTD = KX LT PTY YWJSRQ ZD 
2. 题目 分 析 
因为 顺序 可 以 随便 ， 也 就 是 只 要 字母 个 数 对 就 可 以 了 ， 读 进去 的 时 候 就 预 处 理 出 每 个 
字符 串 中 每 个 字母 的 出 现 个 数 ， 可 以 用 一 个 长 度 为 26 的 数组 表示 。 
递归 的 时 候 ， 把 个 数 减 掉 ， 发 现 如 果 个 数 不 是 完全 包含 的 ， 就 不 往 下 ， 递 归 的 时 候 顺 
带 记 录 路 径 。 回 溯 的 时 候 再 把 减 掉 的 个 数 加 回来 就 可 以 了 ， 如 果 所 有 的 字母 个 数 都 为 0， 
那么 就 是 答案 了 。 A 
还 有 一 个 要 变 位 词 和 短语 完全 相同 的 情况 ， 因 为 第 一 部 分 / 有 有 视 单 记者 是 以 字 奥 序 给 
入 的 ， 那 么 这 个 只 需要 把 短语 中 的 单词 拿 出 来 排序 ， < 公用 这 个 去 判断 跟 哪 几 个 单 





词 拼 起 来 的 是 否 相 同 ， 不 相同 的 才 是 。 


3， 问 题 实现 
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本 题 时 间 复 杂 程度 为 O(n”)。 


@y 





5.8.4 Unshuffle( 难 度 : 交 克 交 交 六 ) 


. 题目 描述 
两 个 相同 的 序列 进行 组 合 (每 个 序列 保持 相对 顺序 不 变 )， 给 你 它们 组 合 起 来 的 总 的 序 
列 ， 每 个 元 素 最 多 只 可 能 重复 出 现 4 次 ， 现 在 要 把 它们 两 个 拆 开 ， 让 你 列 出 一 种 可 行 方案 ， 
分 别 用 0、1 标记 。 

输入 格式 

第 一 行 一 个 整数 7( 小 于 10)， 表 示 测 试 数据 的 组 数 ， 后 面 7 个 测试 数据 。 每 个 测试 数 
据 第 一 行为 一 个 整数 (小 于 2000)， 表 示 总 序列 包含 的 数字 个 数 。 然 后 一 行 ， 输 入 n 个 数 
字 ， 表 示 这 个 总 序列 。 A 

输出 格式 

输出 一 个 长 度 为 n 的 0、1 序列 ， ue K 



































输入 样 例 
全 
12312434 f < 
电 


输出 样 例 





























NN 
00011011 人 N 
A,V 

2 题目 分 析 ,Kk a 

一 遍 深 搜 下 去 ， A ea j 个 序列 要 满足 完全 相等 ， 递 归 往 栈 
里 加 数字 的 时 候 要 由 于 每 个 出 现 4 次 ， 用 剪 枝 之 后 状态 并 不 多 。 
nae 所 以 这 里 和 化 。 

3， 问 题 实 : 

#include<cstdio> 

#include<cstring> 

#include<map> 

#include<algorithm> 


using namespace std; 
const int MAXN = 2222 ; 
map<int , int > m; 

int a[MAXN], num[MAXN]; 
int al [MAXN], a2 [MAXN]; 
int len, ok, ans[MAXN]; 


void dfs(int n, int posl, int pos2){ 
if(posl>len/2||pos2>len/2)return ; 
ifl(ok)return ; 
if (posl == len/2&&pos2 == len/2){ 


for(int i = 1;i< = pos2;i++)ans[a2[i]] 


ok = 1 
Teturn. 7 


//pos1l，pos2 分 别 模拟 两 个 栈 的 栈 顶 指针 
// 某 一 个 栈 的 长 度 如 果 大 于 len/2， 则 肯定 不 对 
// 如 果 已 经 找到 ， 就 不 用 再 找 了 

// 找 到 一 个 答案 

= 1; 

// 已 经 找到 某 个 正确 组 合 


of 
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本 题 时 间 复 杂 程度 为 OoD)。 


@y 





5.9 小 结 





回溯 法 是 一 种 解 空间 搜索 技术 ， 类 似 于 枚 举 的 思想 ， 它 通过 深度 优先 的 搜索 策略 遍历 
问题 各 个 可 能 解 的 通路 ， 发 现 此 路 不 通 时 则 回溯 到 上 一 步 继续 尝试 别 的 通路 。 回 溯 法 适 月 
于 查找 问题 的 解 集 或 符合 某 种 限制 条 件 的 最 优 解 集 ， 只 是 在 具体 的 实现 中 采用 一 些 限界 或 
剪 枝 函 数 对 搜索 范围 进行 控制 ， 这 样 一 般 其 最 坏 时 间 复 杂 度 仍然 很 高 ， 但 对 于 NP 完全 问 
题 来 说 ， 回 漳 法 被 认为 是 目前 较为 有 效 的 方法 。 
回溯 算法 的 基本 步 又 如 下 : 丛 
(1) 定义 给 定 问 题 的 解 空间 : 子 集 树 问 题 、 I 素 ; 
(2) 确定 状态 空间 树 的 结构 性 ; x 

(3) 以 深度 优先 方式 搜索 解 空 间 ， es 剪 枝 函数 避免 无 效 搜索 。 其 中 
ie 

回溯 法 解 题 时 需要 掌握 递归 回溯 法 和 适 代 回溯 法 的 设计 和 实现 。 弟 归 回 溯 法 的 效率 往 
往 很 低 ， 但 它 能 使 一 个 蕴含 递归 关系 构 复杂 的 程序 简单 、 精炼 ， 增 加 可 读 性 。 进 代 
漳 法 效率 比 递归 回溯 法 高 。 但 是 代 递归 简洁 。 XXX 、 

为 了 让 大 家 对 回 尖 法 有 淋 闪 的 对， 我 们 对 4 个 经 典 的 ACM 题目 (A Plug for UNIX、 
Anagram Checker、 ee ,和 下 rogs' ee 进行 了 解析 。 


> eg 
< 510 
NY 


1， 对 于 上 着色 问题 ， 在 最 坏 情况 下 将 生成 多 少 个 结 点 ? 

2， 整数 和 问题 ， 给 定 一 个 整数 集合 六 = {x[1],x[2],…,x[n]} 和 整数 y， 找 出 和 等 于 y 的 
了 的 子 集 Y。 

3， 羽毛 球 队 有 男女 运动 员 各 n 人 。 给 定 2 个 nxn 和 矩阵 了 和 Q@。P[i][] 是 男 运动 员 i 和 
女 运 动员 j 配对 组 成 混合 双打 的 男 运动 员 竞 赛 优 势 ，Q[i] 中 是 女 运动 员 i 和 男 运 动员 j 配合 
的 女 运 动员 竞赛 优势 。 由 于 技术 配合 和 心理 状态 等 各 种 因素 影响 , P[]0] 不 一定 等 于 CU 。 
男 运动 员 i 和 女 运 动员 j 配对 组 成 混合 双打 的 男女 双方 竞赛 优势 为 P[i][ 门 x 8[ 门 [站 。 设计 一 
个 算法 ， 计 算 男 女 运 动员 最 佳 配 对 法 ， 使 各 组 男女 双方 竞赛 优势 的 总 和 达到 最 大 。 

给 定 n 个 大 小 不 等 的 圆 G,c,,…,c, ， 现 要 将 这 个 圆 排 进 一 个 矩形 框 中 ， 且 要 求 各 
圆 与 矩形 框 的 底 边 相 切 。 圆 排 列 问题 要 求 从 nn 个 圆 的 所 有 排列 中 找 出 有 最 小 长 度 的 圆 排列 。 
例如 ， 当 n=3， 且 所 给 的 3 个 圆 的 半径 分 别 为 1、1、2 时 ， 这 3 个 圆 的 最 小 长 度 的 圆 排列 
如 图 5.16 所 示 ， 其 最 小 长 度 为 2+ 4V2 。 
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~ 











上 2+4V2 





图 5.16 圆 排 列 问题 


5， 最 小 重量 机 器 设计 问题 ， 设 某 一 机 器 由 N 个 部 件 组 成 ， 每 一 个 部 件 都 可 以 从 M 个 
不 同 的 供应 商 处 购 得 。 设 ww 是 从 供应 商 / 处 购 得 部 件 i 的 重量 ，cy 是 相应 的 价格 。 试 设计 
一 个 算法 ， 给 出 总 价格 不 超过 C 的 最 小 重量 机 器 设计 。 7 

6， 设 计 一 个 回 洲 算 法 来 生成 数字 1, 2，.…, ， 的 所 有 排列 = - 从 

7. 设计 一 表 回 湖 算 法 求解 马 周游 问题 : 给 出 1 个 8xg 的 粹 盘 ， 一 个 放 在 棋盘 某 个 位 置 
的 马 是 否 可 以 恰好 访问 每 个 方 格 一 次 ， 上 

8. ane 无 向 图 G=(V,5)， 确 定 一 个 简 








单 回路 ， 使 得 访问 每 个 项 点 恰好 1 次 。 











9. 设计 一 AR Re 
个 人 做 第 7 件 工作 的 代价 为 c[ 中 指派 使得 总 示 旨 最少。 假定 耗费 都 是 非 负 的 。 
oo .党 
x 4 x * 
次 NC 
NY 避 





分 支 限 界 算法 








所 谓 “ 分 支 ” 是 采用 广度 优先 的 策略 ， 依次 生成 革 庆 区 点 的 所 有 分 支 WL 子 结 点 );， 所 
谓 “限界 ”是 在 结 点 扩展 过 程 中 ， 计 算 结 点 的 上 看 ( 或 下 界 )， 边 搜索 边 减 掉 搜 索 树 的 某 些 
分 支 ， 从 而 提高 搜索 效率 。 则 分 支 限界 法 是 把 间 古 的 可 行 解 展开 ， 如 本 的 分 支 再 经 由 各 
个 分 支 寻 找 最 佳 解 ， 其 类 似 于 回 湖 法 必 凶 是 在 问 题 的 解 空间 中 进行 搜索 ， 最 后 得 出 结果 
pe ele -分 限界 法 大 致 步 台 为 在 扩展 结 点 处， 先生 成 其 所 有 儿 
- 结 点 ， 合 弃 其 中 不 可 能 通 向 最 优 解 的 结 点 ， 将 
A 或 
最 小 耗费 (最 大 效益 ) 优 先 的 方式 从 当前 活 结 点 表 “并 
中 选择 一 个 最 有 利 的 结 点 作为 扩展 结 点 使 搜索 ” 
朝 着 解 空间 上 有 最 优 解 的 分 支 推进 ， 以 便 尺 刁 找 
出 一 个 最 优 解 八 
为 使 大 家 对 分 支 界限 法 有 一 个 感性 认识 ， 我 
们 先 看 看 现实 生活 中 的 一 个 例子 ， 如 果 自 己 的 风 
筝 (图 6.1) 不 慎 挂 在 了 一 棵 枝叶 茂密 的 大 树 上 ， 在 四 
没有 其 他 工具 的 情况 下 怎样 才能 比较 快 把 风筝 取 
下 呢 ? 绝 不 是 宦 目 地 往 上 的 ， 而 是 经 过 肉眼 和 大 
脑 的 判断 ， 从 树 根 开始 朝 着 最 有 可 能 取 到 风筝 的 
树枝 上 把 ， 站 -ll 
至 于 是 否 最 终 真正 取 到 风 第 ， 是 否 中 途 从 树 
上 摔 下 来 ， 这 不 是 我 们 今天 要 关心 的 问题 。 我 们 
目前 要 关心 的 问题 是 ， 为 让 计算 机 利用 分 支 界限 多 
法 搜索 最 优化 问题 的 最 佳 解 ， 事 先 应 做 哪些 准备 ， 
工作 ， 求 解 时 候 有 些 什么 样 的 策略 以 及 需要 注意 
的 一 些 原则 。 
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一 区 测 


6.1 ”分支 限界 法 的 基本 理论 


6.1.1 分 支 限界 法 的 搜索 策略 


分 支 限界 法 的 基本 思想 是 对 有 约束 条 件 的 最 优化 问题 的 所 有 可 行 解 (数目 有 限 ) 空 间 进 
行 搜索 。 在 扩展 结 点 处 ， 先 生成 其 所 有 的 儿子 结 点 (分 支 )， 然 后 再 从 当前 的 活 结 点 表 中 选 
择 下 一 扩展 结 点 。 为 了 有 效 地 选择 下 一 扩展 结 点 ， 加 速 搜索 的 进程 ， 在 每 一 个 活 结 点 处 
计算 一 个 函数 值 (限界 )， 并 根据 函数 值 ， 从 当前 活 结 点 表 中 选择 一 个 最 有 利 的 结 点 作为 扩 
展 结 点 ， 使 搜索 朝 着 解 空间 上 有 最 优 解 的 分 支 推进 ， 以 便 尽 快 地 找 出 一 个 最 优 解 ， 这 种 方 
式 称 为 分 支 限界 法 ， 人 们 已 经 用 分 支 限界 法 解决 了 大 量 离散 最 优化 的 问题 。 
分 赤 限 蜡 法 让 江 优先 吏 以 全 小 新 讶 外 大 外 芭 ) 包 第 鸭 力 入 同 加 的 罗 和 I 分 
ed 
， 队列 式 (First In First Out，FIFO) 分 支 限界 法 ， 按 有 Sa 
扩展 pg 活 结 点 表 是 先进 先 出 队列 。 
2 es -D2 六 按照 优先 队列 中 规 
定 的 优先 级 选取 优先 级 最 高 的 结 点 成 为 当前 扩展 SY 0 
界 法 将 选取 具有 最 高 优先 级 的 活 结 SS 列 ， 成 为 新 的 扩展 结 
ey 
步骤 一 : 根 结 点 是 唯一 的 活 结 旧 人 人 多 
步骤 二 ， om es 
步骤 三 ， 对 当前 扩展 结 点 ， 先 从 左 到 右 地 所 有 儿子， 用 约束 条 件 检查 ， 舍 弃 
其 中 不 可 能 通 向 最 本 把 所 有 满足 约 数 的 儿子 加 入 活 结 点 表 中 。 再 在 当前 活 
| 











出 原则 选取 下 一 个 结 点 为 


























ep aid 展 结 点 。 从 活 结 点 表 中 选择 下 一 个 扩展 结 点 的 不 同方 式 称 为 两 种 不 
同 的 分 支 限界 ; 列 式 分 支 限 界 法 和 优先 队列 式 分 支 限界 法 。 

步骤 四 : 重复 上 述 步骤 二 和 三 ， 直 到 找到 所 需 的 解 或 活 结 点 表 为 空 为 止 。 

与 回溯 法 不 同 的 是 ”分支 限界 法 优先 扩展 解 空 间 树 中 的 上 层 结 点 ,并 采用 限界 函数 及 
时 剪 枝 ， 同 时 ， 根 据 优先 级 不 断 调整 搜索 方向 ， 选 择 最 有 可 能 取得 最 优 解 的 子 树 优先 进行 
搜索 。 所 以 ， 如 果 选 择 了 结 点 的 合理 扩展 顺序 及 设计 了 一 个 好 的 界限 函数 ， 分 支 限界 法 将 
快速 得 到 问题 的 解 。 

分 支 限界 法 与 回溯 法 适用 于 解 时 间 复 杂 性 困难 、 往 往 用 其 他 方法 难以 解决 的 问题 ， 是 
两 种 应 用 十 分 广泛 的 搜索 技术 ， 但 两 者 又 有 所 区 别 ， 如 表 6.1 所 示 。 


























人 @@ 解 空间 树 是 表示 问题 解 空 间 的 一 棵 有 序 树 ， 常 见 的 有 子 集 树 和 排列 树 。 当 所 给 问题 是 从 壮 个 元 素 的 集 
合 5 中 找 出 满足 某 种 性 质 的 子 集 时 ， 相 应 的 解 空间 称 为 子 集 树 。 当 所 给 问题 是 确定 n 个 元 素 满足 某 种 
性 质 的 排列 时 ， 相 应 的 解 空间 树 称 为 排列 树 。 

@ 在 分 支 限界 法 中 ， 每 一 个 活 结 点 只 有 一 次 机 会 成 为 扩展 结 点 。 活 结 点 一 旦 成 为 扩展 结 点 ， 就 一 次 性 产 
生 其 所 有 儿子 结 点 。 在 这 些 儿 子 结 点 中 ， 导 致 不 可 行 解 或 导致 非 最 优 解 的 儿子 结 点 被 舍弃 ， 其 余 儿 子 
结 点 被 加 入 活 结 点 表 。 

图 分 支 限界 法 和 回溯 法 实际 上 都 属于 穷 举 法 。 
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表 6.1 分 支 界限 法 与 回溯 法 的 区 别 
































方 法 | 空间 树 搜索 方式 | 存储 结 点 常用 数据 结构 | 。 结 点 存储 特性 常用 应 用 
活 结 点 的 所 有 可 行 | 
回溯 法 | 深度 优先 搜索 子 结 点 被 遍历 后 才 ey 
能 从 堆栈 中 弹出 
广度 优先 或 最 小 全 个 统 点 只 有 一 次 | 投 电 满足 条 件 一 
分 支 界 限 法 | 消耗 (最 大 效益 ) | 队列 、 优 先 队列 个 解 或 特定 意义 


称谓 活 结 点 的 机 会 


优先 搜索 下 的 最 优 解 


6.1.2 分支 结 点 的 选择 
对 搜索 树 上 的 某 些 点 必须 作出 分 支 决策 ， 即 凡是 今 为 止 所 有 可 行 解 最 小 下 





界 的 任何 子 集 ( 结 点 )， 都 有 可 能 作为 分 支 的 选择 对 象 
树 上 的 结 点 作为 下 次 分 支 的 结 点 呢 ? 有 以 下 两 

(D 从 最 新 产 生 的 最 小 下 界 分 支 (队列 式 (SIEOj 分 支 估 办 法 )。 从 最 新 产生 的 各 子 集中 按 
顺序 选择 各 结 点 进行 分 支 ， RS 的 结 点 不 进行 分 支 。 

优点 ， 节 省 了 空间 ; 2 

缺点 ， 需 要 较 多 的 分 支 运 莹 ， 莽 旨 的 时 间 较 多 。 ,次 小 

(2) 从 最 小 下 界 分 rat» 完 界限 后 ， 把 搜索 树 上 当前 所 有 
叶 结 点 的 界限 进行 比较 ;我 各 限界 最 小 的 结 版 即 为 下 次 分 支 的 结 上 

优点 : 检 也 问题 较 少 ， 能 较 快 地 求 得 天 PN 

缺点 ， 要 存储 很 多 叶 结 点 的 界限 及 对 应 的 耗费 矩阵 ， 花 费 很 多 内 存 空 间 。 

这 两 个 原则 更 进一步 说 明了 在 算法 设计 中 的 时 空转 换 概念 。 

分 支 限界 法 已 经 成 功 地 应 用 于 求解 迷宫 问题 、 整 数 规划 问题 、 生 产 进 度 表 问题 、 货 朗 
担 问题 、 选 址 问题 、 背 包 问题 以 及 可 行 解 的 数目 为 有 限 的 许多 其 他 问题 。 对 于 不 同 的 问题 ， 
分 支 与 界限 的 步骤 和 内 容 可 能 不 同 ， 但 基本 原理 是 一 样 的 。 


6.1.3 ”限界 函数 


小 值 问题 而 言 )。 怎 样 选择 搜索 


在 很 大 程度 上 限界 函数 决定 了 分 支 限界 法 的 效率 , 对 同一 问题 可 设计 不 同 的 限界 函数 。 
在 队列 式 分 支 限界 法 通常 以 问题 的 约束 条 件 作为 限界 函数 ， 即 满足 约束 条 件 的 结 点 才 进 入 
队列 ， 不 满足 的 结 点 就 剪 枝 。 

在 优先 队列 式 分 支 限界 法 中 ， 可 以 把 问题 的 目标 函数 作为 限界 函数 ， 也 可 以 设计 一 个 
启发 函数 作为 限界 函数 。 如 单 源 最 短路 径 问 题 中 ， 从 原点 到 当前 结 点 的 路 径 长 度 设 为 限界 
函数 ;在 装载 问题 中 ， 限 界 函 数 设计 为 从 根 结 点 到 结 点 x 的 路 径 所 对 应 的 载重 量 再 加 上 剩 
余 物 品 的 重量 之 和 。 
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从 上 述 限界 函数 的 设计 可 以 发 现 ， 对 于 有 约束 的 优化 问题 ， 用 队列 式 分 支 限界 法 和 
优先 队列 式 分 支 限界 法 都 可 以 求解 ， 而 对 于 无 约束 的 优化 问题 ， 宜 采用 优先 队列 式 分 支 限 
界 法 ?。 


6.2 单 源 最 短路 径 问 题 


6.2.1 问题 描述 


给 定 带 权 的 有 向 图 G= ( 扩 可 ， 其 中 每 一 边 的 权 都 是 一 个 非 负 实 数 。 另 外 , 给 定 亚 中 的 
一 个 顶点 ， 称 为 源 。 要 求 计算 从 源 项 点 s 到 目标 项 点 ! 之 间 的 最 短路 径 长 度 。 这 里 路 的 长 
度 是 指 路 上 各 边 权 之 和 。 

具体 实例 见 图 62 所 给 的 有 向 图 G ， 每 一 边 都 有 一 个 非 灸 进 私 >》 要求 图 G 从 源 项 点 。 
到 目标 顶点 ! 之 间 的 最 短路 径 。 < 愉 








6.2.2 ”算法 描述 与 设计 


用 优先 队列 分 支 限界 法 解 单 源 最 短路 径 问题 ， 在 这 个 问题 中 优先 级 即 为 当前 的 路 长 ， 
路 长 小 的 结 点 优先 ， 所 以 使 用 极 小 堆 来 储 活 结 点 表 。 

算法 从 图 G 的 源 项 点 s 和 空 优 先 队列 开始 。 结 点 s 被 扩展 后 ， 它 的 儿子 结 点 被 依次 插 
入 堆 中 。 此 后 ， 算 法 从 堆 中 取出 具有 最 小 当前 路 长 的 结 点 作为 当前 扩展 结 点 ， 并 依次 检查 
与 当前 扩展 结 点 相 邻 的 所 有 顶点。 如 果 从 当前 扩展 结 点 i 到 顶点 j 有 边 可 达 ， 且 从 源 出 发 ， 
途经 顶点 i 再 到 顶点 j 的 所 相应 的 路 径 的 长 度 小 于 当前 最 优 路 径 长 度 , 则 将 该 顶点 作为 活 结 
点 插入 到 活 结 点 优先 队列 中 。 这 个 结 点 的 扩展 过 程 一 直 继续 到 活 结 点 优先 队列 为 空 时 为 止 。 























名 队列 式 分 支 限界 法 的 搜索 解 空间 树 的 方式 类 似 于 解 空间 树 的 宽度 优先 搜索 ， 不 同 的 是 队列 式 分 支 限界 
法 不 搜索 以 不 可 行 结 点 (已 经 判定 不 可 能 导致 可 行 解 或 不 能 导致 最 优 解 的 结 点 ) 为 根 的 子 树 。 按 照 规则 ， 
不 可 行 结 点 不 被 列 入 活 结 点 表 ; 而 优先 队列 式 分 支 限界 法 的 搜索 方式 是 根据 活 结 点 的 优先 级 确定 下 一 
个 扩展 结 点 。 在 算法 实现 时 通常 用 一 个 最 大 堆 来 实现 最 大 优先 队列 ， 体 现 最 大 效益 优先 的 原则 ; 或 使 
用 最 小 堆 来 实现 最 小 优先 队列 ， 体 现 最 小 耗费 优先 原则 。 
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在 算法 中 ， 利 用 结 点 间 的 控制 关系 进行 剪 枝 ， 从 原点 到 当前 结 点 的 路 径 长 度 设 为 限界 
函数 。 从 源 顶 点 s 出 发 ， 2 个 不 同 路 径 到 达 图 G 的 同一 项 点。 由 于 2 点 不 同 路 径 的 路 长 不 
一 样 ， 因 此 可 以 将 长 路 径 所 对 应 的 结 点 及 其 子 树 前 去。 
图 6.3 是 用 优先 队列 式 分 支 限界 法 解 有 向 图 G 的 单 源 最 短路 径 问题 产生 的 解 空间 树 ， 
其 中 ， 每 一 个 结 点 旁边 的 数字 表示 该 结 点 所 对 应 的 当前 路 长 ， 表 6.2 是 采用 优 队列 式 分 支 
限界 法 求解 单 源 最 短路 径 问题 对 应 的 队列 情况 。 
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图 6. 3 的 
表 6.2 采用 优 队列 式 分 支 限界 法 求解 音源 最 短路 径 问题 对 应 的 队列 























队 列 当前 扩展 结 点 备 注 
{5} Ar YY 5 i 
{412°, B13, CAY > 4 产生 的 B/S 比 B/3 长 ， 舍 弃 u 这 条 线 ”， 
{B/3, C/4, E/4, D/9} B 产生 的 5/12 比 E/4 短 ， 舍 弃 f/ 这 条 线 ，B 结 点 出 栈 
{C/4, E/4, F/5, D/9} 产生 的 F/6 比 F/5 短 ， 舍 弃 这 条 线 ，C 结 点 出 栈 
{E/4, F/5, D/9} E 产生 的 F/5 等 于 F/5， 舍 弃 g 这 条 线 ，E 结 点 出 栈 
{F/5, HI/7, D/9} F 产生 的 H/10 比 #17 短 ， 例 弃 1 这 条 线 ， 玉 结 点 出 栈 
{1/6, HI7, D/9} I 产生 的 H/8 比 #17 短 ， 舍 弃 + 这 条 线 ，1 结 点 出 栈 
{H/7, 7/8, D/9} H 产生 的 7/9 比 7/8 差 ， 舍 弃 o 这 条 线 ,万 结 点 出 线 
{7/8, D/9} 和 终点 
{D/9} 


























上 表 可 知 ， 采 用 优 队列 式 分 支 限界 法 求 得 单 源 最 短路 径 为 S$ 一 B 一 FF 一 1 7 了 。 











@ 设 A/2 是 指 A 结 点 的 长 度 为 2。 当 有 多 个 点 指向 同一 个 结 点 时 ， 该 结 点 有 多 个 名 字 。 比 如 B/S 和 B/3 
是 同一 个 点 。 其 他 情况 以 此 类 推 。 
@ 在 算法 扩展 结 点 的 过 程 中 ， 一 旦 发 现 一 个 结 点 的 当前 路 长 不 小 于 当前 找到 的 最 短路 长 ， 则 剪 去 以 该 结 


点 为 根 的 子 树 。 
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6.2.3 ”算法 实现 


在 具体 实现 时 ， 算 法 和 邻接 矩阵 表示 所 给 的 图 G。 在 Graph 中 用 一 个 二 维 数组 存储 图 
G 的 邻接 矩阵 ;用 dist 记录 从 源 到 各 顶点 的 距离 ， 用 数组 prev 记录 从 源 到 顶点 的 路 径 上 的 
前 驱 顶 点 。 


图 与 最 小 堆 类 的 定义 如 下 : 
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因此 ， 单 源 最 短路 径 问 题 代码 实现 如 下 ”: 


@ 相关 函数 的 声明 与 定义 见 随 书 光盘 。 
@ 判断 该 点 能 否 加 入 活 结 点 优先 队列 ， 若 结 点 为 叶子 结 点 ， 则 不 加 入 活 结 点 队列 。 
图 函数 outofBounds( ) 用 于 判断 最 小 堆 是 否 为 空 。 


鹃 
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一 ps a 


if((node[i].getLength()< temp)&g& (node[i].getLength()! = 0)){ 
E.setI (i); 
E.setLength (node[i] .getLength ()); 
temp = node[i] .getLength(); //temp 中 始终 为 最 小 值 


} 
} 
void minHeap: :insert (MinHeapNode N){ 
node[N.getI()].setI(N.getI()); 
node[N.getI()].setLength(N.getLength()); 
int main(){ 
Graph graph; 
graph. shortestPaths (1); 


graph. showDist (); 
return 0; 


} 
函数 shortestPaths( ) 开 始 创建 一 个 最 小 堆 ， wa 其 中 每 个 结 点 的 length 
值 代表 优先 级 ， 然 后 将 原 项 点 初始 化 为 当前 扩 法 的 while 循环 实现 解 空间 内 部 

结 点 的 扩展 ， 对 于 当前 的 扩展 结 点 ， 依 次 检 We 如 果 从 源 点 经 项 点 i 
AA a 则 将 项 点 j 插 入 到 优先 队列 中 ， 当 然 如 果 
顶点 j 是 叶子 结 点 就 不 用 插入 了 。 RS 














函数 deleteMin( ) 表 示 取 下 一 个 扩展 结 点 ， a 。 算 法 实现 其 实 是 用 下 一 个 结 
点 的 信息 替代 现 有 结 点 ny 7 首先 在 现 有 的 结 出 Tength 最 短 的 结 点 ， 然 后 将 此 
结 点 的 数据 替换 原 有 的 数据 -从 第 七 行 开始 ， 和 展 结 点 中 length 域 最 小 的 可 扩展 结 
点 ， 将 所 选择 的 扩 展 结 点 | 最 后 在 可 扩 展 结 点 队列 中 删除 








原 扩展 结 点 ， 删除 方 3 为 所 有 域 置 零 。 、。 
函数 ins 示 加 入 最 小 堆 ， Re 结 点 编号 添加 ， 即 对 应 的 结 点 编号 添加 时 对 

应 队列 中 相应 的 编号 ， 即 结 点 5 则 添加 到 队列 中 5 号 位 置 。 

在 函数 shorestPaths( ) 中 ， 因 最 小 堆 表示 活 结 点 优先 队列 会 陆续 插入 全 部 结 点 ， 每 一 ; 

while 循环 中 依次 取出 一 个 扩展 结 点 ， 所 以 单 源 最 短路 径 的 时 间 复 杂 度 为 O(n?)。 








6.3 装载 问题 


6.3.1 ”问题 描述 
有 一 批 共 个 集装箱 要 装 上 2 稻 载 重量 分 别 为 c 和 c, 的 轮船 ， 其 中 集装箱 i 的 重量 为 
Ws Dw 夺 a +c,。 装 载 问 题 要 求 确定 是 否 有 一 个 合理 的 装载 方案 可 将 这 个 集装箱 装 上 
这 2 艇 轮船， 如 果 有 ， 找 出 一 种 装载 方案 。 
容易 证 明 : 如 果 一 个 给 定 装载 问题 有 解 ， 则 采用 下 面 的 策略 可 得 到 最 优 装载 方案 。 


(1) 首先 将 第 一 稻 轮 船 尽 可 能 装 满 ; 
(2) 将 剩余 的 集装箱 装 上 第 二 艘 轮船 。 
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6.3.2 ”算法 设计 与 实现 

将 第 一 稻 轮 船 尽 可 能 装 满 等 价 于 一 个 特殊 的 0-1 背包 问题 : 背包 容量 是 ， 候 选 物品 
是 全 体 集 装 箱 ， 每 一 个 物品 的 价值 和 重量 相等 。 这 样 就 可 以 用 动态 规划 求解 ， 以 下 讨论 上 
分 支 限界 法 求解 该 问题 。 

6.3.2.1 ”队列 式 分 支 限 界 法 求解 


在 算法 maxLoading 的 循环 体 中 ， 首 先 检测 当前 扩展 结 点 的 左 儿子 结 点 是 否 为 可 行 结 
点 。 如 果 是 则 将 其 加 入 到 活 结 点 队列 中 。 然 后 将 其 右 儿子 结 点 加 入 到 活 结 点 队列 中 ( 右 儿子 
结 点 一 定 是 可 行 结 点 )。2 个 儿子 结 点 都 产生 后 ， 当 前 扩展 结 点 被 合计 。 

洁具 列 中 的 了 省 元 表 人 为 扩展 结 点， 由 于 队列 中 人 一 导 结 点 之 后 人 
一 个 尾部 标记 0， 故 在 取 队 首 元 素 时 ， 活 结 点 队列 一 定 不 空当 取 和 的 元 素 是 0 时 ， 再 间 
断 当前 队列 是 否 为 宰 。 如 果 队列 非 空 ， 则 将 尾部 标记 0 加 愉 活 结 点 队列 ， 算 法 开始 处 理 下 
一 层 的 活 结 点 。 站 

人 上 的 在 了 村 才 下 和 此 信条 关上 的， 右 下 下 将 此 人 六 上 朋 。 设 berpr 上 
法 估 明 ，er 是 当前 扩 民 结 点 所 对 应 和 剩余 集装箱 的 重量 。 则 当 evw+r<besw 
时 ， 可 将 其 右 子 树 剪 去 ， 因 为 此 时 若 要 般 装 最 多 集装箱 ， 就 应 该 把 此 箱 装 上 船 。 另 外 ， 为 
了 确保 右 子 树 成 功 前 梳 ， 应 该 在 第 法 每 次 进入 左 子 村 的 时 候 更 新 besnw 的 值 

为 了 在 法 结 了 方便 地 0 
中 从 活 结 点 到 根 结 点 的 路 径 。 为 此 目的 ， 可 在 每 个 结 点 处 设 昨 指向 其 多 结 上 的 指针 ， 并 设 
置 左 、 右 儿 了 标志 。 、/， XI 

找到 最 人 全 后， 可 以 根 据 porenr 回 江 到 根 结 吉 > 牧 到 最 优 角 

,> 






































算法 中 Queue 的 声明 如 下 : 将。 
WT 

SN S T> f 

class Que: 

PuiblLes 


Queue (int MaxQueueSize = 50); 
~Oueue () {delete [] queue;} 
bool isEmpty()const{return front == rear;} 
bool isFull() {return(((rear+1)®%MaxSize == front)?1:0);} 
T top()const; 
T last()const; 
Queue<T>& add(const T& x); 
Queue<T>& addLeft (const T& X) 7 
Queue<T>& delete(T gx); 
void output (ostream& out)const; 
int length() {return (rear-front);} 
private: 
int front; 
int rear; 
int MaxSize; 
了 *queue; 
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则 最 优 装 载 问题 具体 的 算法 实现 如 下 : 





人 AS ” 第 6 章 ARR 和 法 


其 中 ,函数 maxLoading 实现 装载 问题 队列 式 分 支 限 界 法 ， 其 返回 最 优 装载 重量 ，bestx 
返回 最 优 解 。 由 于 每 一 个 集装箱 都 有 2 种 选择 (装载 和 不 装载 )， 子 集 树 中 一 共有 2 个 结 点 ， 
故 其 时 间 复杂 性 为 0(2”)。 

6.3.2.2 ”优先 队列 式 分 支 限界 法 求解 


解 装载 问题 的 优先 队列 式 分 支 限 界 法 用 最 大 优先 队列 存储 活 结 点 表 。 活 结 点 x 在 优先 
队列 中 的 优先 级 定义 为 从 根 结 点 到 结 点 x 的 路 径 所 对 应 的 载重 量 再 加 上 剩余 集装箱 的 重量 


办 
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优先 队列 中 优先 级 最 大 的 活 结 点 成 为 下 一 个 扩展 结 点 。 以 结 点 x 为 根 的 子 树 中 所 有 结 
点 相应 的 路 径 的 载重 量 不 超过 它 的 优先 级 。 子 集 树 中 叶 结 点 所 相应 的 载重 量 与 其 优先 级 
相同 。 


在 优先 队列 式 分 支 限界 法 中 ， 一 旦 有 一 个 叶 结 点 成 为 当前 扩展 结 点 ， 则 可 以 断言 该 叶 
结 点 所 相应 的 解 即 为 最 优 解 。 此 时 可 终止 算法 。 
对 应 的 装载 问题 优先 队列 式 分 支 限界 法 实现 如 下 : 





人 AS ” 第 6 章 作 支 办 算法 


解 装载 问题 的 优先 队列 式 分 支 限界 法 用 最 大 堆 H 存储 活 结 点 表 。 函 数 addLiveNode( ) 
将 活 结 点 插入 到 表示 活 结 点 优先 队列 的 最 大 堆 H 中 , 函数 deleteMax( ) 设 置 最 大 元 素 , 同时 
从 堆 中 删除 最 大 元 素 ， 函 数 insert( ) 插 入 元 素 到 最 大 堆 中 。 

函数 maxLoading( ) 实 现 装载 问题 优先 队列 式 分 支 限界 法 ， 其 返回 最 优 装 载重 量 ，bestx 


$f 
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可 最 优 解 。 该 算法 中 的 变量 E 是 当前 扩展 结 点 ， 相 应 的 重量 是 Ew。 算 法 中 while 循环 产 
当前 扩展 结 点 的 左右 两 个 孩子 结 点 ， 如 果 其 左 孩子 是 可 行 结 点 ， 则 将 其 加 入 到 第 itl 层 
并 插入 最 大 堆 。 而 扩展 结 点 的 右 孩子 总 是 可 行 结 点 ， 直 接 插入 最 大 堆 。 然 后 从 最 大 堆 
取出 最 大 元 素 作为 下 一 个 扩展 结 点 。 如 果 此 时 不 存在 下 一 个 扩展 结 点 ， 则 相应 问题 无 可 
解 。 如 果 下 一 个 扩展 结 点 是 叶子 结 点 ， 那 么 它 的 可 行 解 就 是 最 优 解 ， 该 最 优 解 相应 的 路 
可 由 子 集 树 中 从 该 叶 结 点 开始 沿 结 点 父 指针 逐步 构造 出 来 ， 详 见 算法 中 的 jor 循环 。 
由 于 每 一 个 集装箱 都 有 2 种 选择 (装载 和 不 装载 )， 故 装载 问题 的 子 集 树 有 2" 个 结 点 ， 
其 时 间 复 杂 性 为 0(2”)。 
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6.4 0-1 背包 问题 


6.4.1 问题 描述 伦 


给 定 n 种 物品 和 一 个 背包 ， 物 品 i 的 重量 分 别 为 wi 是 wy， 背包 容量 是 C。 问 
应 如 何 选择 装 入 背包 的 物品 ， 使 得 装 入 背包 中 的 物品 最 大 。 在 选择 装 入 物品 时 ， 对 
每 种 物品 i 有 两 种 选择 : J 0 也 不 能 只 
装 入 部 分 的 物品 i。 -RO 

问题 的 形式 化 描述 是 给 定 C>0, 0Y>0，1 志 in， 要 求 找 出 n 元 0-1 向 量 
(HX ): Xe{0,l}, 使 得 2 而 上 六 达到 最 大 ， 即 
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下 面 分 别 使 用 队列 起 限 界 法 和 优先 队列 式 限界 法 求解 背包 问题 。 
6.4.2 算法 描述 与 设计 


不 失 一 般 性 ,我 们 设 物品 的 数量 n= 3， 背包 容量 C= 30, 物品 重量 分 别 为 w= {16, 15， 
15}， 价 值 分 别 为 v= {45, 25, 25}。 





图 6.4 0-1 背包 问题 的 解 空间 树 


第 6 章 分 支 限界 算法 


























使 用 分 支 限界 法 构造 的 解 空间 树 如 图 6.4 所 示 ， 图 中 每 层 表 示 1 个 物品 , 第 i 层 表 示 第 
i 个 物体 ， 图 上 的 数字 “1” 表 示 此 物品 被 选中 ,“0” 表 示 不 选 此 物品 。 采 用 队列 式 分 支 限 
界 法 求解 0-1 背包 问题 对 应 的 队列 变化 情况 如 表 6.3 所 示 。 


表 6.3 ”采用 队列 式 分 支 限界 法 求解 0-1 背包 问题 对 应 的 队列 





















































队列 当前 扩展 结 点 备 注 
0 
{4} 
{B,C} 产生 的 DD 是 不 可 行 解 ， 低 弃 
{C, E} 
{E, F, G} 产生 的 /是 不 可 行 解 ， 舍 弃 


{F, G, K} 
{G, K, L, M} 
{K, L, M, N, O} 
{L, M, N, O} 


} 
i 


上 是 叶子 结 点 
L”M，N，O 是 叶子 结 点 
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采用 优先 队列 式 分 支 限界 法 时 我们 以 价值 大 者 优先 ， 作 一 个 最 大 堆 来 表示 活 结 点 优 
先 队 列 。 优 先 级 是 当前 所 选择 物品 的 价值 和 ， 使 用 最 大 堆 实现 优 先 队列 。 解 空间 树 如 图 6.4 
所 示 ， 对 应 的 队列 变化 情况 如 表 .6.4 所 示 。 

最 终 得 到 最 优 解 的 总 价值 为 50， 其 解 为 (0,.1, 1);% 即 背包 里 面 装 的 物体 为 第 二 个 、 第 三 
个 物体 。 





表 6.4 采用 优先 队列 式 分 支 限界 法 求解 0-1 背包 问题 对 应 的 队列 






































队 列 当前 扩展 结 点 备 注 
0 
{4A/0} 4 

{B/45, C/0} B 产生 的 DD 是 不 可 行 解 ， 舍 弃 

{E/45, C/0} E 产生 的 了 是 不 可 行 解 ， 舍 弃 

{K/45, C/0} K 及 是 叶子 结 点 ， 得 到 解 (1, 0, 0)， 当 前 最 优 解 的 总 价值 为 45 
{C/0} 到 

{F/25, G/0} F 

{L/50, M/25, G/0} 结 点 ， 到 解 (0, 1, )， 当 前 的 总 价值 为 50 

{M/25, G/0} M M 是 叶子 结 点 ， 到 解 (0, 1, 0)， 当 前 的 总 价值 为 25 
{G/0} G 

{N/25, O/0} N NN 是 叶子 结 点 ， 到 解 (0, 0, )， 当 前 的 总 价值 为 25 
{0O/0} 0 O 是 叶子 结 点 ， 到 解 (0, 0, 0)， 当 前 的 总 价值 为 0 
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6.4.3 ”算法 实现 


在 解 0-1 背包 问题 的 优先 队列 式 分 支 限界 法 中 ， 活 结 点 优先 队列 中 结 点 元 素 N 的 优先 
级 由 该 结 点 的 上 界 函 数 Bound 计算 出 的 值 upperprofit 给 出 。 子 集 树 中 以 结 点 N 为 根 的 子 树 
中 任 一 结 点 的 价值 不 超过 N.profit。 可 用 一 个 最 大 堆 来 实现 活 结 点 优先 队列 。 堆 中 元 素 类 型 
为 HeapNode， 其 成 员 有 upperprofit profit weight 和 level。 对 于 任意 活 结 点 N，N.weight 
是 结 点 和 N 所 相应 的 重量 ，N.profit 是 N 所 相应 的 价值 ，N.upperprofit 是 结 点 N 的 价值 上 界 ， 
最 大 堆 以 这 个 值 作为 优先 级 。 子 集 空 间 树 中 结 点 类 型 为 bbnode。 





由 第 6 章 分 支 限界 算法 
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为 了 实现 0-1 背包 问题 ， 我 们 设 相关 的 全 局 变量 如 下 : 


函数 addLiveNode( ) 将 一 个 新 的 活 结 点 插入 到 子 集 树 和 优先 队列 中 。 


@y 
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函数 maxKnapSack( ) 实 现 对 子 集 树 的 优先 队列 式 分 支 限 界 搜索 。 其 中 ， 假 定 各 物品 依 
其 单位 重量 价值 从 大 到 小 排 好 序 。 返 回 最 大 价值 ，bestx 返回 最 优 解 。 


下 面 的 函数 knapSack( ) 完 成 对 输入 数据 的 预 处 理 。 其 主要 任务 是 将 各 物品 依 其 单位 重 
量 价 值 从 大 到 小 排 好 序 。 然 后 调用 maxKnapSack( ) 实 现 完成 对 子 集 树 的 优先 队列 分 支 限界 
搜索 。 返 回 最 大 值 ，bestX 返回 最 优 解 。 


明 
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由 于 每 一 个 物品 都 有 2 种 选择 ， 故 0-1 背包 问题 的 子 集权 有 2" 个 结 点 ， 其 时 间 复 杂 性 
为 0020。 


6.5 ”旅行 商 问题 


6.5.1 问题 描述 


旅行 商 问题 又 称 为 旅行 推销 员 问 题 ， 在 前 面 已 经 有 介绍 。 说 某 售货员 要 到 若干 城市 去 
推销 商品 ， 已 知 各 城市 之 间 的 路 径 (或 旅费 )。 他 要 选 定 一 条 从 驻地 出 发 ， 经 过 每 个 城市 一 
遍 ， 最 后 回 到 驻地 的 路 线 ， 使 总 的 路 程 (或 总 旅费 ) 最 小 。 


@y 
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路 线 是 一 个 带 权 图 。 图 中 各 边 的 费用 ( 权 ) 为 正 数 。 图 的 一 条 周游 路 线 是 包括 VV 中 的 每 
个 顶点 在 内 的 一 条 回路 。 周 游 路 线 的 费用 是 这 条 路 线 上 所 有 边 的 费用 之 和 。 

旅行 售货员 问题 的 解 空间 可 以 组 织 成 一 棵 排列 树 ， 从 树 的 根 结 点 的 路 径 定 义 了 图 的 一 
条 周游 路 线 。 旅 行 售货员 问题 要 在 图 G 中 找 出 费用 最 小 的 周游 路 线 。 
6.5.2 ”算法 描述 与 设计 

设 周游 路 线 从 结 点 1 开始 ， 解 为 等 长 数组 x= (zx Ee {2,…,， 则 解 空间 树 为 
排列 树 ， 在 树 中 做 广度 优先 搜索 。 约 束 条 件 为 x 去 x, ，izj 目 标 函数 是 解 向 量 对 应 的 边 权 
之 和 C,。 目 标 函 数 界限 初 值 ，U =o% 。 算 法 还 是 从 排列 树 的 结 点 和 空 优先 队列 开始 。 
结 点 8 被 扩展 后 ， 它 的 3 个 儿子 结 点 C、D 和 EE 被 一 次 插入 堆 申 “此 时 ， 由 于 EE 是 堆 中 具 
有 最 小 当前 费用 的 结 点 ， 所 以 处 于 堆 顶 点 位 置 ， 它 自然 成 为 不 - -扩展 结 点 。 结 点 E 被 扩 
展 后 ， 其 儿子 结 点 入 被 插入 当前 堆 ， 写作 分 人 站 和 24。 此 时 堆 顶 元 素 是 结 
点 DD， 它 成 为 下 一 个 结 点 。 如 此 ， > 此 时 ， 堆 中 含有 结 
点 C\ 瓦 人 人 大。 在 这 些 结 点 中 , 结 点 刀具 Re 从 而 成 为 下 一 个 扩展 结 点 。 扩 
展 结 点 厅 后 得 到 一 条 旅行 售货员 回路 (1, 3, 2， ,Di 应 的 最 小 费用 为 25。 接 下 来 结 点 了 成 
为 扩展 结 点 ， 和 ee (1, 4, 2, 3, 1)， 相 应 的 费用 为 25。 此 后 的 扩 
展 结 点 为 K、T 和 C 。 由 结 点 KK 得 到 用 高 于 当前 最 优 解 。 结 点 7 和 C 本 身 的 费 
用 已 高 于 当前 最 优 解 。 pe 是 人 人 算法 终止 。 
























































其 中 ， 图 6.5 表示 4 P 问题 ， 对 应 的 搜 6.6 所 示 ， 图 中 结 点 右 侧 











的 数字 为 优先 队列 分 支 限界 法 中 使 用 的 优先 值 ， ` 越 优先 。 得 到 最 优 路 线 为 (1, 3, 2, 4， 
1)， 最 优 值 为 25。 i 用 优先 队列 式 分 对 应 的 情况 ， 优 先 级 是 结 点 的 当前 
费用 。 秆 





NS 





@@ 剪 枝 策略 : 剪 枝 函 数 是 当前 结 点 扩展 后 得 到 的 最 小 费用 下 限 。 在 当前 扩展 结 点 处 ， 如 果 这 个 做 最 小 费 
用 的 下 界 不 小 于 当前 最 优 值 ， 则 前 去 以 该 结 点 为 根 的 子 树 。 例 如 ， 图 6.7 示 出 了 当 搜 索 到 结 点 N 时 ， 
最 优 解 为 25， 此 时 活 结 点 表 中 还 有 结 点 了 与 结 点 C。 结 点 7 与 结 点 C 的 最 小 耗费 分 别 为 26、30， 而 当 
前 最 优 解 为 25， 故 剪 枝 结 点 1 与 C。 


D(a 
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6.5 包含 4 个 城市 的 TSP 问题 图 6.6 对 应 4 个 城市 TSP 问题 的 搜索 树 


表 6.5 采用 优先 队列 式 分 支 限界 法 求解 旅行 商 问题 对 应 的 队列 
当前 扩展 结 点 
























B/0} 





{ 

{ 

{E/4, C/30, D/6} 

{D/6, J/14, K/24, C/30} 
{ 

{ 

{ 

1 

{ 

第 








H/11, C/30, J/14, K/24, 1/26} 
J/14, C/30, K/24, 1/26, N/25} 
K/24, C/30, 1/26, N/25, P/25} 
N/25, C/30, 1/26, P/25, QO/59} 











第 一 个 可 行 解 即 是 最 优 解 ， 算 法 结束 








如 果 我 们 采用 队列 式 分 支 限 界 法 求解 旅行 商 问 题 二 对 应 的 队列 及 其 变化 情况 如 表 6.6 
所 示 。 得 到 最 优 路 线 为 (1, 4, 2, 3, )， 最 优 值 为 25% 


表 6.6 采用 队列 式 分 支 限界 法 求解 旅行 商 问题 对 应 的 队列 


{6, F, G, HD 
{PG,H, LL KY 
{G, H, LJ.K,L} 

















































{H, LJ K, L, M} H 

{LJ KL, M,N)} 六 

{J,K, L, M, N, O} J 

{K, L, M, N, O, P} K 

{L, M, N, 0, P, O} 

{M, N, 0, P, O} M 1-2-4-3-1/66 

{N, 0, P, 0} N 

{0, P, O} 0 1-3-4-2-1/66 

{P, O} 中 1-4-2-3-1/25 
0 1-4-3-2-1/59 
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6.5.3 ”算法 实现 


要 找 最 小 费用 旅行 售货员 回路 ， 选 用 最 小 堆 表示 活 结 点 优先 队列 。 最 小 堆 中 元 素 的 类 
型 为 MinHeapNode。 该 类 型 结 点 包含 域 x, 用 于 记录 当前 解 ; s 表示 结 点 在 排列 树 中 的 层次 ， 
从 排列 树 的 根 结 点 到 该 结 点 的 路 径 为 x[0:s]， 需 要 进一步 搜索 的 顶点 是 x[s+1:n-1]。 


在 具体 的 实现 中 ， 用 邻接 矩阵 表示 所 给 的 图 G， 
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下 面 的 函数 BBTSP( ) 是 解 旅行 售货员 问题 的 优先 队列 式 分 支 限界 法 。 算 法 开始 时 创建 
一 个 最 小 堆 ， 表 示 活 结 点 优先 队列 。 堆 结 点 的 lcost 值 是 优先 队列 的 优先 级 。 接 着 计 
算出 图 中 每 个 顶点 的 最 小 费用 出 边 hinOut 记录 。 如果 所 给 的 有 向 图 中 茶 个 顶点 没有 出 
边 。 则 该 图 不 可 能 有 回路 , 算法 日 如 果 每 个 顶点 边 , 则 根据 计算 出 的 minOut 


作 算 法 初始 化 。 算 法 的 第 1 介 扩 展 结 点 是 排列 树 中 根 结 # 一 儿子 结 点 。 在 该 结 点 处 ， 
了 切 始 时 有 s =0 ， Xl:n-1]=(2,3,…,n)，cc=0 且 


reost= Pmin Ou ,算法 中 用 bestc 记录 


ie 


一 


CN 
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Eee 
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(9 - 


(SEO YN 
fprintf (stdout, "%d\n", bestc); 
return 0; 


其 中 ，while(E->s <n -1) 的 目的 是 搜索 排列 空间 树 ， 完 成 对 排列 树 内 部 结 点 的 扩展 。 
对 于 扩展 结 点 ， 算 法 分 以 下 两 种 情况 处 理 。 

首先 考虑 s =n 了 2 的 情形 ， 此 时 当前 扩展 结 点 是 排列 树 中 某 个 叶 结 点 的 父 结 点 。 如 果 该 
叶 结 点 相应 一 条 可 行 回 路 且 费 用 小 于 当前 最 小 费用 ， 则 将 该 叶 结 点 插入 到 优先 队列 中 ， 否 
则 使 去 该 叶 结 点 。 

当 s<n-2 时 ， 算 法 依次 产生 当前 扩展 结 点 的 所 有 儿子 结 点 。 由 于 当前 扩展 结 点 所 相应 
的 路 径 是 x[0:s], 其 可 行 儿子 结 Ee tn 点 x [i, 且 (x [s], x [i]) 
是 所 给 有 向 图 G 中 的 一 条 边 。 对 于 当前 扩展 结 点 的 每 一 个 结 点 ， 计 算出 其 前 缀 (x 
[0:s]，x [可 的 费用 ce 和 相应 的 下 界 lcost。 当 区 个 可 行 儿子 结 省 点 插入 到 活 






























































结 点 优先 队列 中 。 算 法 结束 时 返回 找到 的 最 小 费用 ， 优 解 由 数据 "给 出 。 


6.7 ea 


6.7.1 布线 问题 (难度 : wg 











到 方 格 b 点 的 最 短 布线 方案 。 在 布线 时 ， 电 路 只 能 沿 直线 布线 ， 为 了 避免 线路 相交 ， 己 布 
Th 其 他 线路 不 人 过 封锁 的 方 格 。 问 线路 至 少 穿 过 几 个 方 格 。 
输入 格式 
输入 的 第 三 行 是 两 个 整数 n 和 m(2 三 nn 三 100，2 夺 m 夺 100 ) 表 示 阵 列 的 范围 ， 以 及 被 
封锁 的 方 格 总 数 8S。 接 下 来 有 大 行 ， 每 行 两 个 整数 x 和 y。 表 示 被 封锁 的 方 格 (1 三 x 夺 nn， 
1 夺 y 志 m)。 再 接 下 来 是 四 个 整数 x1，y1，x2, 3 分 别 表示 起 点 a 的 坐标 和 起 点 b 的 坐标 。 
输出 格式 
输出 最 短 的 布线 方案 的 长 度 ， 若 不 存在 ， 则 输出 -1。 
输入 样 例 
7714 
13 
23 
24 
35 
44 
45 
51 
55 


1 问题 描述 次 
印刷 emp mm ee a 点 
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61 
62 
63 
殉 
72 
73 
3246 

输出 样 例 
10 


2. 题目 分 析 


用 队列 式 分 支 限界 法 来 考虑 布线 问题 。 布 线 问题 的 解 空间 是 一 个 图 ， 则 从 起 始 位 置 a 
a es en a 可 行 结 点 被 加 入 到 活 


结 点 队列 中 ， 并 且 将 这 些 方 格 标记 为 1， 即 从 起 始 方 格 4 格 的 距离 为 1。 接着 ， 从 
活 结 点 队列 中 取出 队 首 结 点 作为 下 一 个 扩展 结 点 ， 扩展 结 点 相 邻 且 未 标记 过 的 
方 格 标记 为 2， 并 存 入 活 结 点 队列 。 这 个 过 程 一 算法 搜索 到 目标 方 格 b 或 活 结 点 
队列 为 空 时 为 止 。 EN 

< . 


3， 问 题 实现 





第 6 章 分 支 限界 算法 


int main(){ 
int 区， 
while(scanf ("%d%d%d", é&n, &mr &k)! = EOF){ 
memset (vis, 0, sizeof (vis)); 
while(!Q.empty())Q.pop(); 
while(k --){ 
scanf ("%d%d", &x, &y); 
vistxl ly] = 1 3 


} 

scanf ("%d%d%$dsd", &Xl, &Yl1, &x2, &y2); 
Point wu » 

U.Xx = Xl, u.y = Yl, u.step = 1，} 
Q.push(u); 

int ans = solve(); 


printf ("$d\n", ans); 


其 中 , 类 Point 的 2 个 成 员 x 和 y 分 别 表示 方 格 所 在 的 行 和 列 。 在 方 格 处 , 布线 可 沿 右 、 
下 、 左 、 上 4 个 方向 进行 。 沿 这 4 个 方向 的 移动 分 别 记 为 -9、1、2、3 下 。 


移动 i dir[A[1] 
0 1 
1 0 
2 *， 
3 0 





- 维 数组 vis 表示 所 给 的 方 烙 阵列 .初始 时 ,vis 回 四 大 0 表示 该 方 格 允许 布线 ,而 vis[i] 咏 
= 1 表示 该 方 格 被 封锁 ”不 允许 布线 。 

我 们 可 以 举 一 个 .7x7 方 格 阵列 布线 :` 起 始 位 置 是 g =(3, 2),， 目标 位 置 是 b=(4, 6)， 阴 影 
方 格 表示 被 封锁 的 方 格 。 当 算法 搜索 到 目标 方 格 b 时 ， 将 目标 方 格 b 标记 为 从 起 始 位置 a 
到 4b 的 最 短 距离 此 例 中 ，a 到 4b 的 最 短 距离 是 10， 如 图 6.7 所 示 
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图 6.7 方 格调 整 问题 
此 问题 的 时 间 复 杂 程 度 为 O(n”)。 
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6.7.2 方 格调 整 问题 (难度 : 友 克 克 交 六 ) 
1. 题目 描述 


给 你 一 个 数字 和 矩阵， 现在 你 要 在 每 一 行 选 一 个 数 ， 使 得 所 选 数 的 总 和 最 大 ， 有 个 限制 
条 件 就 是 不 能 选 同 一 列 的 数 。 

输入 格式 

输入 一 个 数 7 了 表示 测试 数据 的 组 数 ， 然 后 每 组 数据 先是 一 个 n 表示 和 矩阵 的 大 小 ， 接 下 
来 的 nn 行 每 行 输入 n 个 数 ， 表 示 和 矩阵 的 每 一 个 元 素 。 

输出 格式 

对 于 每 组 数据 输出 一 个 数 ， 表 示 最 大 能 获得 的 权 值 和 。 

输入 样 例 


; “从 

















2 < 

< 

: Ku 

可 -NN 

123 g "RS 

654 RNs 

812 Bp 、 索 
输出 样 例 TA pp 

Case 1:7 MA el 

Case2: 16 信 ~— ASS 


2 SR 各 过 

当 我 们 在 决策 第 i 行 应 该 选 哪 一 列 的 时 候 ,我 们 需要 知道 前 面 计 1 行 已 经 选 了 哪些 列 了 ， 
对 于 这 些 列 ， 我 们 并 不 关心 到 底 是 哪些 行 选择 了 这 些 列 ， 我 们 关心 的 只 是 一 个 最 大 的 权 值 
和 ， 即 前 六 1 行 已 经 选择 了 某 个 集合 的 列 的 前 提 下 所 能 获取 的 最 大 权 值 和 ， 然 后 我 们 枚 举 
这 个 集合 中 还 没有 被 选择 的 列 在 第 i 行进 行 状 态 转 移 。 

那么 接 下 来 的 事情 就 是 怎么 表示 这 个 集合 了 。 我 们 可 以 将 这 个 集合 压缩 成 一 个 整数 ， 

这 个 整数 的 二 进 制 表示 来 描述 这 个 集合 , 然后 我 们 可 以 发 现 我 们 可 以 用 2" 个 数 来 描述 所 
有 的 状态 了 。 

例如 101011 =43， 代 表 的 意义 是 第 0、1、3、5 列 都 已 经 选择 了 。 我 们 就 用 43 这 个 数 
字 来 描述 这 个 状态 。 


3. 问题 实现 




















#include<cstdio> 
#include<cstring> 

const int maxn = 100010; 
const int mod = 1000000007; 


int dp[17] [1<<17]; 
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本 题 时 间 复 杂 程度 为 O0D)。 


6.7.3 ”旅行 售货员 问题 (难度 : 妈妈 友 六 六 ) 
1. 题目 描述 


旅行 售货员 问题 又 称 TSP 问题 ， 问 题 如 下 : 某 售货员 要 到 若干 个 城市 推销 商品 ， 已 知 
各 城市 之 间 的 路 程 (或 旅费 )， 他 要 选 定 一 条 从 驻地 出 发 ， 经 过 每 个 城市 一 遍 最 后 回 到 驻地 
的 路 线 ， 使 总 的 路 线 (或 总 的 旅费 ) 最 小 。 数 学 模型 为 给 定 一 个 无 向 图 ， 求 遍历 每 一 个 顶点 
一 次 且 仅 一 次 的 一 条 回路 ， 最 后 回 到 起 点 的 最 小 花费 。 

输入 格式 

输入 的 第 一 行为 测试 样 例 的 个 数 FT < 120), 接 下 来 有 了 个 测试 样 例 。 每 个 测试 样 例 的 





@@ 在 二 进 制 中 ,判断 j 是 否 属于 集合 i 是 判断 &(1<<j) 是 否 大 于 0( 即 是 否 等 于 2 和 )， 在 集合 i 中 去 除 j 可 
通过 语句 (1<<j) 或 者 i&(!(1<<j), i\(1<<j); 在 集合 ;中 加 入 点 可 通过 让 1<<j) 来 实现 。 
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第 一 行 是 无 向 图 的 项 点数 n、 边 数 m(n < 12, m < 100)， 接 下 来 m 行 ， 每 行 三 个 整数 u、v 和 有 
w， 表 示 顶 点 u 和 v 之 间 有 一 条 权 值 为 w 的 边 相 连 。 其 中 ，1 志 <v 三 nx、w 志 1000。 假 
设 起 点 (驻地 ) 为 1 号 顶点 。 
输出 格式 
对 应 每 个 测试 样 例 输出 一 行 ， 格 式 为 "Case #: W"， 其 中 和 表示 第 几 个 测试 样 例 ( 从 1 
始 计 )， 刺 为 TSP 问题 的 最 优 解 ， 如 果 找 不 到 可 行 方案 则 输出 -1。 
输入 样 例 
2 
58 
125 
147 


159 


2310 


和 





























NY 
348 XN 
454 SA 
和 10 AS ~ 
NAN 
输出 样 例 2 , 浴 
Case 1: 36 ps x 
Caie2=i > ~ NG X 
~ > | es be 
2. 题目 分 析 “A 不 之 





由 于 项 点 只 ,我 们 可 以 用 状态 压缩 的 动态 规划 解决 这 一 问题 ,我 们 用 一 个 0 一 C"-1) 
的 二 进 制 数 v 来 表示 状态 ， 从 最 低位 到 最 高 位 ， 依 次 表示 第 1 个 点 到 第 n 个 点 是 否 被 访问 
过 。 如 n=4， 表 示 状 态 的 数 v=5，5 表示 成 二 进 制 为 0101， 那 这 个 状态 就 表示 第 1 个 点 访 
问 过 了 ,2 未 访问 , 3 访问 过 了 , 4 未 访问 。 n 最 大 只 有 12, 因此 我 们 的 状态 数 最 多 也 就 2， 
也 就 是 4096 个 状态 ， 并 不 是 很 多 。 我 们 开 一 个 dp 数组 ，dp[v] 表 示 在 v 状态 下 ， 最 优 解 是 
多 少 ， 即 我 们 要 访问 v 所 表示 的 状态 下 的 那些 被 访问 的 点 ， 至 少 要 多 少 花费 。 那 我 们 如 何 
去 更 新 这 个 状态 呢 ? 我 们 要 从 当前 状态 推 到 下 一 状态 ， 显 然 我 们 要 知道 当前 状态 下 ， 最 后 
到 的 那个 顶点 是 谁 ， 因 此 dp 数组 还 要 增加 一 维 ，dp[v] 四 表示 v 状态 ， 以 7 结尾， 最 优 解 是 
多 少 。 状 态 定义 好 了 ， 那 么 我 们 的 初 状态 和 递 推 公式 呢 ? 很 显然 ， 初 状态 即 当 v= 1, j=1 
时 ，dp[v][] =0， 否 则 dpm] 四 = INF( 无 穷 大 )， 因 为 我 们 的 起 点 是 1。 

dp[v]D] = min(dp[v]D] , dp[u][i] + dis[d0]) 
其 中 , uw 为 v 的 子 状态 。 即 v 状态 中 被 访问 过 的 点 , 除去 j, 便 是 状态 。 如 dp[5][3], v=5， 
j=3， 那 么 其 子 状态 w= 1。 
这 里 我 们 还 需要 预 处 理 出 dis 数组 ，dis[i[j] 表 示 从 号 顶点 到 /号 顶点 的 最 小 费用 ， 这 


er 
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个 还 是 非常 简单 的 。 先 将 dis 数组 赋 初 值 ， 对 于 了 =j，dis[][ 站 =0， 否 则 dis[] 中 =INF， 然 
后 每 输入 一 条 边 u,v, w， 就 更 新 dis[u][v] = dis[v][u] = min(dis[u][v] , w)。 

我 们 将 所 有 状态 都 推 完 后 ,答案 该 怎么 得 出 呢 ? 从 1 到 n 枚 举 j，dp[2""] 中 即 我 们 走 完 
了 所 有 的 点 ， 停 留 在 7 号 项 点 时 的 最 小 费用 ， 那 么 答案 就 是 这 个 最 小 费用 加 上 dis[j[1]， 从 
枚 举 的 所 有 j 里 得 出 的 和 最 小 的 那个 。 若 最 小 值 为 INF， 那 么 就 是 无 解 了 。 

3， 问 题 实 现 
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间 RE 一 


本 题 时 间 复 杂 程度 为 O0D)。 
6.7.4 ”Grandpa's Estate( 难 度 : 太太 友 交 六 ) 


1. 题目 描述 


给 出 一 个 去 掉 几 个 点 后 新 的 凸 包 点 集 ， 判 断 剩 下 的 几 个 点 组 成 的 新 凸 包 是 不 是 原来 点 
集 的 凸 包 。 是 输出 “YES”， 否 输出 “NO ”。 

输入 格式 

开始 输入 的 数据 m 表示 有 m 组 的 数据 , 输入 一 个 n 表示 及 个 点 , 随后 的 n 行 中 每 行 
输入 xi 和 yi， 表示 第 i 个 点 。 

输出 格式 


对 于 每 组 测试 数据 输出 一 行 “YES” 或 者 “NO”。 
输入 样 例 & 





欠 ”。 效 


2， 题 目 
Na 3 个 或 3 个 以 上 的 点 时 ， 凸 包 就 是 原来 那个 凸 包 。 
3， 问 题 实现 





人 AS ” 第 6 章 作 支 腿 办 算法 


其 中 , p 表示 原点 集 ，n 表示 原点 集 的 点 的 个 数 ，st 表示 凸 包 点 集 ，n 为 凸 包 点 集 的 点 
个 数 。 对 于 凸 包 的 每 一 条 边 ， 若 p 中 点 以 上 在 这 条 边 上 ， 那 么 这 条 边 一 定 是 原来 凸 


本 题 时 间 复 杂 程度 为 O0D)。 
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6.7.5 ”Find The Multiple( 难 度 : 次 太太 交 六 ) 
1. 题目 描述 


给 定 一 个 整数 n(1 志 n < 200)， 求 任意 一 个 它 的 倍数 m， 要 求 m 必须 只 由 十 进 制 的 '0' 
或 1' 组 成 。 





输入 格式 
多 组 测试 数据 。 每 组 输入 一 个 整数 (1<n<100)， 当 n= 0 时 结束 程序 ， 且 对 n= 0 
不 做 计算 。 
输出 格式 
对 于 每 个 数字 输出 一 个 满足 要 求 的 只 含 0 或 1 的 字符 串 。 ， 
输入 样 例 伦 
2 AS 


输出 样 例 eR” 























10 ~ 
、 A 
100100100100100100 XK YX 
Hn ~ ,2 人 > 
4 x 
2， 题目 分 析 el KK 
人 角 沁 过 一 交 让 类 取 1 然后 和 可 以 取 0 臣 1 用 队 
列 进行 bfs， 结 点 信息 为 :mod 取 到 当前 位 时 的 余数 ，val 当前 位 选 的 值 ，pre 搜 


nat 
如 果 这 样 做 复杂 度 为 0(2”)， 会 超时 。 因 此 ， 必 须要 有 个 剪 枝 。 因 为 我 们 只 需要 找 出 
一 个 解 就 可 以 了 ， 所 以 可 以 用 vis 数组 对 bfs 进行 剪 枝 。 

其 中 ，vis 剪 枝 : 对 取 模 以 后 的 余数 如 果 出 现 第 2 次 就 不 要 将 这 种 情况 往 下 搜索 。 


3， 问 题 实现 














#include <cstdio> 

#include <cstring> 

#include <algorithm> 

using namespace std; 

struct node { 
int mod, val, pre; 
node (int mod, int val, int pre): 

mod(mod), vall(val), pre(pre){ 

} 


@, 


由 第 6 章 分 支 限界 算法 


其 中 ，mod 表示 取 到 当前 位 时 的 余数 ，val 表示 当前 位 选 的 值 ，Pre 表示 搜 这 个 结 点 之 
前 的 结 点 ，pre 是 为 了 记录 答案 用 。 因 为 我 们 只 需要 找 出 一 个 解 ， 可 以 用 vis 数组 对 bf 进 
行 剪 枝 。vis 剪 枝 是 指 对 取 模 以 后 的 余数 ， 如 果 出 现 第 2 次 就 不 要 将 这 种 情况 往 下 搜索 。 


本 题 时 间 复 杂 程 度 为 O(n”)。 





6.8 小 结 


分 支 限界 法 是 把 问题 的 可 行 解 展开 ， 如 树 的 分 支 ， 再 经 由 各 个 分 支 寻找 最 佳 解 。 它 是 
在 问题 的 解 空 间 中 进行 搜索 ， 类 似 于 回溯 法 ， 但 两 者 对 空间 树 的 搜索 方式 不 同 。 分 支 限 界 
法 优先 扩展 解 空间 树 中 的 上 层 结 点 ， 并 采用 限界 函数 及 时 剪 枝 ， 同 时 ， 根 据 优先 级 不 断 调 
整 搜 索 方向 ， 选 择 最 有 可 能 取得 最 优 解 的 子 树 优先 进行 搜索 。 分 支 限界 法 根据 活 结 点 表 中 
选择 下 一 个 扩展 结 点 的 不 同方 式 分 为 两 种 : 队列 式 分 支 限界 法 和 优先 队列 式 分 支 限界 法 。 

算法 优点 : 可 以 求 得 最 优 解 、 平 均 速 度 快 。 因 为 从 最 小 下 界 分 支 ， 每 次 算 完 限界 后 ， 
把 搜索 树 上 当前 所 有 的 叶子 结 点 的 限界 进行 比较 ， 找 出 限界 最 小 的 结 点 ， 此 结 点 即 为 下 次 
OO 














算法 缺点 : 要 存储 很 多 叶子 结 点 的 限界 和 对 应 的 耗费 矩阵 喝 很 多 内 存 空间 。 

存在 的 问题 : 分 支 限界 法 可 应 用 于 大 量 组 合 优化 问题 技术 在 于 各 结 点 权 值 如 
何 估计 ， 若 界 估计 不 好 ， 在 
极端 情况 下 将 与 穷 举 搜索 没 多 大 区 别 

利用 分 支 限界 法 对 问题 的 解 空间 树 进行 条 

(1) 产生 当前 扩展 结 点 的 所 有 孩子 结 点 ; 
(2) 在 产生 的 孩子 结 点 中 ， 人 产生 可 行 解 或 最 优 解 的 结 
(3) 将 其 余 的 孩子 结 点 加 入 
(4) 从 活 结 点 表 中 选择 下 二 个 洒 名 oa 
使 用 分 支 限界 法 解 个 关键 问题 : 
(1) 如 何 确定 合适 的 人 

二 


C) 如 何 组 织 得 A 奖 
(3) 如 何 ee 


分 支 限 界 法 对 问题 的 解 空 间 树 中 结 en 
结 点 一 层 一 层 向 上 回 滴 ， 因 此 ， 当 搜索 到 某 个 叶子 结 点 且 该 叶子 结 点 的 目标 函数 值 在 表 中 
最 大 时 (假设 求解 最 大 化 问题 )， 求 得 了 问题 的 最 优 值 ， 但 是 ， 却 无 法 求 得 该 叶子 结 点 对 应 
的 最 优 解 中 的 各 个 分 量 。 这 个 问题 可 以 用 如 下 方法 解决 : 

(1) 对 每 个 扩展 结 点 保存 该 结 点 到 根 结 点 的 路 径 

(2) 在 搜索 过 程 中 构建 搜索 经 过 的 树 结构 ， 在 求 得 最 优 解 时 ， 从 叶子 结 点 不 断 回 淹 到 
根 结 点 ， 以 确定 最 优 解 中 的 各 个 分 量 。 

为 了 让 大 家 对 分 支 限界 法 有 深入 的 理解 ， 我 们 对 5 个 经 典 的 ACM 题目 进行 了 解析 。 
分 别 是 布线 问题 、 方 格调 整 问题 、 旅 行人 员 问 题 、Grandpa's Estate 和 Find The Multiple 等 。 




































































6.9 习 题 


1. 试 分 析 分 支 限界 法 与 回溯 法 有 何不 同 ? 它们 各 有 什么 优 缺 点 ? 
2. 0-1 背包 问题 可 用 动态 规划 、 回 溯 法 、 分 支 限界 法 解决 ， 试 比较 用 不 同 算法 处 理 0-1 
背包 问题 各 有 什么 特点 和 利 浆 。 


er 





























人 we orm 
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3， 设计 一 个 优先 队列 式 分 支 限界 法 求解 皇后 问题 。 

4. 设计 一 个 优先 队列 式 分 支 限 界 法 求解 最 小 重量 机 器 设计 问题 。 某 一 种 机 器 由 个 部 
件 组 成 ， 每 一 种 部 件 都 可 以 从 m 个 供应 商 处 购买 。W; 是 在 供应 商 j 处 购买 部 件 i 的 重量 ， 
cy 是 其 价格 。 要 求 总 价格 不 超过 c 的 最 小 重量 机 器 设计 。 

5. 设计 一 个 优先 队列 式 分 支 限界 法 求解 运动 员 最 佳 配 对 问题 。 羽毛球 队 有 男女 运动 员 
各 n 人 ， 组 成 组 混合 双打 ， 使 得 男女 双方 竞赛 优势 乘积 的 总 和 最 大 。Pj 是 男 运动 员 i 和 
女 运 动员 j 配对 时 的 竞赛 优势 ，Q; 是 女 运动 员 i 和男 运动 员 j 配对 时 的 竞赛 优势 。 

6. 设计 一 个 优先 队列 式 分 支 限界 法 求解 最 佳 调 度 问 题 。 假设 及 个 任务 可 由 个 并 行 
工作 的 机 器 完成 ,任务 i 的 完成 时 间 为 1, 如 何 安排 任务 调度 使 得 完成 全 部 任务 的 时 间 最 早 。 

7 设计 一 个 优先 队列 式 分 支 限界 法 求解 圆 排 列 问题 。 r 

8， 设计 一 个 优先 队列 式 分 支 限界 法 求解 图 的 最 大 团 问 题 。 入 

9， 和 问题。 

10. 设计 一 个 队列 式 分 支 限界 法 求解 最 小 长 度 本 问题 。 
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图 的 搜索 算法 





18 世纪 初 普鲁士 的 哥 尼斯 堡 (Konigsberg, Prussia) “二 条 河 穿 过 ， 河 上 有 两 个 小 岛 ， 
有 七 座 桥 把 两 个 岛 与 河岸 联系 起 来 ， 如 图 7.1 所 东 、 -有 个 人 提出 一 个 问题 ， 一 个 步行 者 怎 
样 才能 不 重复 、 不 遗漏 地 一 次 走 完 七 座 桥 ,最 后 回 到 出 发 点 "。 


AN 4 


Ta) 问题 的 示意 图 (b) 对 应 的 无 向 图 
图 7.1 七 桥 问题 


问题 提出 后 ， 很 多 人 对 此 很 感 兴趣 ， 纷 纷 进行 试验 (有 些 市 民 每 星期 六 做 一 次 走 过 所 有 
七 座 桥 的 散步 , 每 座 桥 只 能 经 过 一 次 且 起 点 与 终点 必须 是 同一 地 点 ), 但 在 相当 长 的 时 间 里 ， 
始终 未 能 解决 。 而 利用 普通 数学 知识 , 每 座 桥 均 走 一 次 , 那 这 七 座 桥 所 有 的 走 法 一 共有 5040 
种 ， 而 这 么 多 情况 ， 要 一 一 试验 ， 这 将 会 是 很 大 的 工作 量 。 但 怎么 才能 找到 成 功 走 过 每 座 
桥 而 不 重复 的 路 线 呢 ? 因而 形成 了 著名 的 “ 哥 尼斯 堡 七 桥 问 题 ”。 

1735 年 ， 有 几 名 大 学 生 写 信 给 当时 正在 俄罗斯 的 彼得 斯 堡 科学 院 任职 的 天 才 数学 家 欧 
拉 ( 见 图 7.2), 请 他 帮忙 解决 这 一 问题 。 欧 拉 在 亲自 观察 了 哥 尼斯 堡 七 桥 后 ,认真 思考 走 法 ， 
但 始终 没 能 成 功 ， 于 是 他 怀疑 七 桥 问题 是 不 是 原本 就 无 解 呢 ? 





@ 欧 拉 通过 对 七 桥 问题 的 研究 ， 不 仅 圆满 地 回答 了 哥 尼斯 堡 居民 提出 的 问题 ， 而 且 得 到 并 证 明了 更 为 广 
泛 的 有 关 一 笔画 的 三 条 结论 ， 人 们 通常 称 之 为 欧 拉 定 理 ， 对 于 一 个 连通 图 ， 通 常 把 从 某 结 点 出 发 一 笔 
画 成 所 经 过 的 路 线 叫 做 欧 拉 路 。 人 们 又 通常 把 一 笔画 成 回 到 出 发 点 的 欧 拉 路 叫做 欧 拉 回路 。 具 有 欧 拉 
回路 的 图 叫做 欧 拉 图 。 


第 7 章 图 的 搜索 算法 





图 7.2 欧 拉 (Euler) 

1736 年 ， 在 经 过 一 年 的 研究 之 后 ，29 岁 的 欧 拉 提交 了 《 哥 尼斯 堡 七 桥 》 的 论文 。 在 论 
文中 ， 欧 拉 将 七 桥 问 题 抽象 出 来 ， 把 每 一 块 陆 地 考虑 成 一 个 点 ， 连 接 两 块 陆地 的 桥 以 线 
示 。 并 由 此 得 到 了 如 图 7.1(b) 一 样 的 几何 图 形 * 若 我 们 分 别 用 A、B、C、D 四 个 
哥 尼 斯 堡 的 四 个 区 域 。 这 样 著名 的 “七 桥 问 题 ” 便 转化 为 是 否 能 够 用 笔 不 重复 的 画 出 过 
i 车 可 以 画 出 来 六 则 图 形 中 必 有 终点 和 起 点 ， 并 且 起 点 和 终点 应 该 是 同 
于 对 称 性 可 知 由 DD 或 为 起 点 得 到 的 效果 是 一 梯 的 ， 若 假设 以 A 为 起 点 和 终点 ， 
本 -离开 线 和 对 应 的 进入 线 ， 若 我 们 定义 进入 的 线 的 条 数 为 入 度 ， 离 开 线 的 条 数 为 
出 度 ， 与 A 有 关 的 线 的 条 数 为 A 的 度 ， 则 A 的 出 度 和 入 度 是 相等 的 ， 即 A 的 度 应 该 为 偶 
数 。 即 要 使 得 从 A 出 发 有 解 则 A 的 度数 应 该 为 偶数 ， 而 实际 上 A 的 度数 是 5 为 奇数 ， 于 
是 可 知 从 A 出 发 是 无 解 的 。 同 时 若 从 C 或 了 .出 发 ， 由 于 C、D 的 度数 都 为 奇数 3， 即 以 之 
为 起 点 都 是 无 解 的 。 

欧 拉 圆满 地 解决 了 这 一 问题 ， 并 且 推 广 了 这 个 问题 ， 给 出 了 “对 于 一 个 给 定 的 图 ， 能 

和 否 用 某 种 方式 走 遍 所 有 的 边 且 没 有 重复 ”的 判定 法 则 。 这 项 工作 使 欧 拉 成 为 图 论 及 拓扑 学 
的 创始 

关于 图 的 基本 知识 ， 在 “离散 数学 人 “数据 结构 ”等 相关 课程 中 有 详细 的 介绍 。 这 里 
我 们 简单 回顾 的 基础 知识 。 

如 果 图 中 的 边 是 有 方向 的 ， 则 称 其 为 有 
两 种 ， 邻 接 表 和 邻接 矩阵 。 而 图 的 遍历 是 从 图 
问 图 中 所 有 项 点 各 一 次 。 图 的 遍历 通常 有 两 种 基 
法 都 适用 于 有 向 图 和 无 向 图 。 

在 前 面 的 章节 中 ， 结 合算 法 设计 方法 ， 讨 论 过 图 的 最 短路 径 问 题 、 最 小 生成 树 问题 
本 章 主要 讨论 图 的 遍历 搜索 算法 ， 并 探讨 几 个 基本 应 用 问题 。 









































































i 则 称 为 无 向 图 。 图 的 存储 方式 通常 有 
-顶点 出 发 ， 沿 着 与 顶点 相关 的 边 ， 访 
深度 优先 和 广度 优先 。 这 两 种 方 
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名 一 笔画 定理 : 凡是 由 偶 点 组 成 的 连通 图 ， 一 定 可 以 一 笔画 成 。 画 时 可 以 把 任 一 偶 点 为 起 点 ， 最 后 一 定 
能 以 这 个 点 为 终点 画 完 此 图 : 凡是 只 有 两 个 奇 点 的 连通 图 (其 余 都 为 偶 点 )， 一 定 可 以 一 笔画 成 。 画 时 必 
须 把 一 个 奇 点 为 起 点 ， 另 一 个 奇 点 为 终点 ; 其 他 情况 的 图 都 不 能 一 笔画 出 。( 奇 点 数 除 以 二 便 可 算出 此 


图 需 几 笔画 成 ) 




















7.1 图 的 广度 优先 搜索 遍历 
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算法 描述 与 分 析 
7.1.1.1 何谓 BFS 


广度 优先 搜索 (Breadth-First Search，BFS) 是 图 搜索 的 一 种 最 简单 的 算法 之 一 。 给 定 一 
个 图 (有 向 或 无 向 )G =<V,E > 和 其 中 的 一 个 源 顶 点 s， 广 度 优先 搜索 系统 地 探索 G 的 边 以 
“发 现 ” 从 s 出 发 每 一 个 可 达 的 顶点 :发 现 从 s 出 发 距离 为 k+1 的 顶点 之 前 先 发 现 距离 为 的 
顶点 。 搜 索 所 经 路 径 中 的 顶点 ， 按 先后 顺序 构成 “父子 关系 ”， 先 发 现 的 顶点 uw ， 并 由 4 出 
发 发 现 与 其 相 邻 的 顶点 v， 则 称 u 为 v 的 父亲 。 由 于 每 个 顶点 只 有 最 多 一 个 顶点 作为 它 的 父 
亲 ， 所 以 搜索 路 径 必 构成 一 棵 根 树 ( 树 根 为 起 始 顶 点 s ) G, 。 我 人 棵 树 称 为 G 的 广度 优 
先 树 。 与 此 同时 , 我 们 还 计算 出 ee RR 边 数 即 “ 最 短路 径 ”)。 

7.1.1.2 算法 的 伪 代 码 


为 跟踪 整个 过 程 ， 广 度 优先 搜索 为 每 个 项 wg ,7 开始 时 ， 所 有 的 顶 
点 都 着 白色 。 Rh 点 在 搜索 过 程 中 首次 被 过 到 称 为 被 发 
现 ， 此 后 它 就 不 再 是 白色 的 了 。 所 以 ， a 是 已 经 发 现 的 ， 广 度 优先 搜索 
A 方式 进行 。 若 (wv) eB 且 顶 点 u 是 黑色 的 ， 
则 项 点 v 非 灰 即 黑 ， 即 与 黑色 顶点 eh 灰色 顶点 可 能 有 白色 相 邻 
项 点， 它们 表示 已 访问 过 的 与 ; tim 

假定 输入 的 图 G 是 用 邻接 表 表 示 的 。 ie ded te 为 计算 
图 G 的 广度 优先 树 .G; 和 从 8 到 各 可 达 项 点 的 [表示 顶点 4 在 G, 的 父 结 点 ， 
dd 表示 从 s 到 % 的 距离 ， 则 图 的 广度 优先 镍 索 牌 法 如 下 所 示 ， 

BFS(G， 

for (earch Vertex ueV[G]-{s}) { 


Color [u] -WHITE 
a[u] 一 ”7 
A[u] NIL; 




































































上 
Color[s]-GRAY; 
af[s]-07 
0- 纪 // 先 进 先 出 的 队列 Q 来 管理 灰色 顶点 集合 
enQueue (Q, s); 
while(Q # @){ 
ur-deQueue (0) 
for each vEAdj[u]{ 
if(color[v] 一 WHITE){ 
Color[v]~GRAY; 
Aalv] -us; 
d[lv] ~d[lu]+l; 
enQueue (Q, Vv); 


er 


Qe 图 的 搜索 算法 
6 Ws 


color[u] BLACK; 
} 
return Xand qd; 
. 
其 中 ，while 循环 重复 执行 直至 队列 0 空 为 止 。 每 次 重复 将 队 首 元 素 u( 某 灰色 顶点) 出 队 ， 
将 图 G 中 所 有 与 邻接 的 白色 顶点 v 着 成 灰色 (开始 访问 ), 将 v 的 父 sd ， 并 将 
v 的 距离 属性 d[v] 置 为 d[u]+1， 即 从 s 到 v 的 距离 置 为 s 到 其 父 结 点 u 的 距离 加 1， 然 后 入 
队 。 最 后 将 u 着 成 黑色 (完成 访问 )。 
由 BFS 产生 树 中 的 边 在 图 7.3 中 表示 为 粗 线 。 每 个 顶点 w 内 部 显示 的 是 d[u]”。 队列 @ 
显示 的 是 while 循环 每 次 重复 前 的 状态 ">。 队 列 中 顶点 距离 显示 在 顶点 下 方 。 
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7.3 无 向 图 的 操作 





@ 运行 BFS 后， 图 G 中 各 项 点 v 的 d 属 性 记录 了 s 到 v 的 距离 。 
名 while 人 循环 只 要 还 有 灰色 顶点 就 会 重复 , 这 些 灰 色 顶 点 是 已 被 发 现 但 尚未 扫描 其 邻接 表 的 顶点 。 为 证 明 
此 算法 的 正确 性 , 需要 说 明 算法 运行 结束 时 所 有 从 s 可 达 的 顶点 v 都 被 搜索 到 , 且 x[v] 记 录 下 从 s 到 v 


的 一 条 最 短路 径 v 上 的 父 结 点 ，d[u] 是 这 条 最 短路 径 的 长 度 。 
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7.1.1.3 算法 的 正确 性 


引 理 7.1 从 源 顶 点 s 到 任何 顶点 v 的 距离 必 不 超过 运行 BFS 后 过 此 顶点 的 d 属性 .这 
是 因为 若 v 从 s 不 可 达 。 则 其 4d 属性 将 维持 初始 值 2。 若 v 从 s 可 达 ， 则 在 BFS 过 程 中 其 4 
属性 得 到 改写 时 必 经 过 一 条 从 s 出 发 的 路 径 ， 其 长 度 恰 为 4[v] 。 按 距离 的 意义 ， 它 是 从 ?到 
v 的 最 短路 径 的 长 度 。 所 以 ，d[v] 作 为 一 条 从 5 到 v 的 路 径 长 度 当 然 不 会 小 于 5 到 v 的 距离 。 
引 理 7.2 设 队 列 Q= 和 ,名 …,vV}， 则 4d[v,] 夺 d[v]+1( 即 对 尾 元 素 的 4 属性 不 超过 队 首 
元 素 的 d 属 性 加 1),， 且 d[w] 专 d[v,] 专 …d[v,] 。 
要 证 明 这 一 事实 ,我们 可 以 对 算法 中 队列 QO 的 操作 次 数 做 数学 归纳 。 设 k=1 时 ， 即 
对 QO 的 第 1 次 操作 ， 此 时 QO={s}， 结 论 当然 为 真 。 

假定 1<k<i 时 , 结论 为 真 , 即 若 2 = fy,v,…v,}，d[v,] 宇 dv]+1, 且 d[vw] 二 dtv,] 
…d[v,]。 下 面 证 明 1<k=i 时 ,结论 也 为 真 。 这 要 对 第 k=i 次 ne 论 。 首 先 ， 
假定 本 次 操作 是 第 11 行 的 出 队 操作 。 这 时 ， ee 队列 ， 而 原来 的 元 素 
轧 成 为 队 首 。 这 时 根据 归纳 假设 ，d[v,] 志 dfv]+1 df[y,] 1 即 队 尼 元 素 的 4 属性 不 超过 
队 首 元 素 的 4d 属性 加 1， es 

其 次 ， a 。 这 里 又 需要 分 两 种 情况 ， 其 一 ， 
上 次 操作 是 出 队 操作 ， 出 队 的 顶点 为 w 。 根 据 归纳 假设 得 出 w 出 队 前 d[w] = d[w] 和 id[v] 么 
三 d[vw] 夺 dv]+1=d[u]+1。u 出 队 后 只 成 为 队 首 。 本 次 入 队 的 顶点 v 在 第 15 行 获得 
新 的 4 属性 d[v]=d[u]+1< dw]+1， 1 -六 队 后 ， 作为 队 尾 元 素 的 d 属性 不 超过 队 首 元 素 
的 d 属 性 加 1。 此 外 ， dw] < SIE d+1= dA dy 即 队列 中 所 有 项 点 的 4 
届 性 不 减 。 其 二 ,上 次 操作 也 是 六 队 操 作 ， 本 次 的 入 也 顶点 和 上 次 入 队 的 顶点 都 与 项 点 4 相 
邻 ， 它 们 的 4 属性 相等 有 都 等 于 du]+1。 es 证 。 
昌 引 理 7.2 可 知 % 在 BFS 过 程 中 ， 顶 按 入 | 的 前 后 顺序 ， 其 4 属性 不 减 。 即 先入 队 
的 顶点 的 d 不 会 超过 后 入 队 的 顶点 的 

in 

开始 的 循环 重复 | 四 次 。 由 于 每 条 边 在 搜索 过 程 中 有 且 仅 有 一 次 被 访问 ， 后 面 两 重 循 环 
棋 套 内 的 操作 被 执行 | 如 次 。 所 以 ，BFS 的 时 间 复 杂 度 为 G(V +E)。 于 是 ， 广 度 优 先 搜索 运 
行 于 G 的 邻接 表示 规模 的 线性 时 间 内 。 
利用 算法 产生 的 属性 zx ， 打 印 出 广度 优先 树 G, 中 从 根 s 到 每 一 片 叶 子 v 的 路 径 : 


PRINT-PATH (pi, s, Vv){ 
if(v == s) 






















































































then print(s); 


else if(pi[v] == NIL) 
then print ("没有 从 "s" 到 "v" 的 路 途 "); 
else { 


PRINT-PATH (pi, s, pi[v]); 
print (v); 
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7.1.2 程序 实现 


由 于 本 章 的 图 算法 都 是 针对 图 的 邻接 表 表 示 进 行 计算 的 ， 所 以 需要 先 将 图 的 邻接 表 实 
现 为 一 个 数据 类 型 。 该 邻接 表 应 包含 表示 各 顶点 邻接 表 构 成 的 数组 ad 和 表示 图 的 顶点 个 
数 n。 
在 图 的 广度 优先 搜索 算法 BFS 过 程 中 ， 需 要 使 用 队列 这 一 数据 结构 。 由 于 插入 与 删除 
操作 分 别 在 队 尾 与 队 首 进行 ,所 以 要 用 指向 链表 的 首 、 尾 的 两 个 指针 head 和 trail 来 作为 维 
护 队列 的 属性 。 对 队列 的 基本 操作 应 包括 创建 队列 过 程 、 判 断 队 列 是 否 为 空 过 程 、 在 队列 
尾部 加 入 元 素 的 过 程 和 在 队列 首部 删除 元 素 的 过 程 。 

与 算法 的 伪 代 码 过 程 相 同 ， 程 序 过 程 的 两 个 参数 分 别 是 图 的 邻接 表 表 示 g 和 源 顶 点 s 。 
HH 于 BFS 要 返回 两 个 数组 了 和 4d， 而 在 C 类 语言 中 ， We 个 返回 值 。 所 以 
需要 将 它们 封装 成 一 个 对 象 。 

为 提高 程序 的 可 读 性 ， 可 以 定义 包含 WHITE、 和 We 3 种 颜色 的 枚 举 类 型 















































Color。 此 外 , 程序 过 程 中 需 声明 一 个 队列 2， 表示 计 的 数组 。color (颜色 枚 举 类 型 )、 
d ( 整 型 ) 和 pi ( 整 型 )， 以 及 用 来 临时 表示 顶点 于 我 们 把 图 的 顶点 用 整数 
0~n 一 1 编号 ， 所 以 uv 也 应 该 是 整 型 的 。 > 


7.1.2.1 C 语 言 实现 XS 
首先 需要 用 邻接 表 来 表示 图 NN 表示 带 权 图 ， 者 有 结 点 用 如 下 的 vertex 结构 体 : 
typedef struct Ver 4 WW” 

float os /RS 
WL 
下 面 实现 疼 的 部 接 表 如 下 : | 


typedef struct Graph { 






































List **adj; // 各 项 点 的 邻接 表 构 成 的 数组 
了 // 图 的 顶点 个 数 
} Graph; 


Graph *createGraph (float *a, int n){ 
Graph *g =(Graph*)malloc (sizeof (Graph)); 
1 洒 风 
g->adj =(List**)malloc (n*sizeof (List*)); 


g->n = ny 
for(i = 0;i<n;i++){ // 对 每 一 个 顶点 
List *1 = NULL; / /建立 该 顶点 的 邻接 表 
fons n> = 00-) 
if(a[lix*n+j]! = 0.0){ //j 与 i 邻接 


Vertex *v =(Vertex*)malloc (sizeof (Vertex)); 
v->index = j; 
VvV->weight = a[li*n+j]; 


listPushBegin (gl, v); // 将 了 加 入 到 的 邻接 表 中 


办 
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一 ee 


创建 并 初始 化 图 的 邻接 表 ， 外 层 for 循环 扫描 图 的 每 ， 对 顶点 i 创建 一 个 邻接 表 1; 


函数 createGraph( ) 用 传递 给 它 的 参数 (图 pp 顶点 数 n( 也 是 a 的 阶 数 )) 
内 嵌 的 for 循环 扫描 从 顶点 出 发 的 每 一 条 边 (i 值 (afilL7]) 和 邻接 项 点 7 存放 在 


Vertex 型 的 结 点 内 并 加 入 到 的 邻接 表 中 。 最 后 将 得 到 的 顶点 ;的 邻接 表 存 放 到 adj[i] 中 ; 
函数 graphClear( ) 对 传递 给 它 的 图 的 邻 存 ， 以 防 内 存 泄漏 。 

由 于 在 图 的 广度 优先 搜索 算法 个 队列 来 管理 各 顶点 的 搜索 顺序 ， 所 以 还 需 
要 实现 队列 的 数据 结构 。 人 


储 空 间 ， 2 List 作为 队列 的 数据 载体 
来 实现 队列 : 





由 于 插入 与 删除 操作 分 别 在 队 尾 与 队 首 进行 ， 所 以 要 用 指向 链表 的 首 、 尾 的 两 个 指针 
head 和 trail 来 作为 维护 队列 的 属性 ;函数 createQueue( ) 创 建 并 返回 一 个 指向 队列 (初始 时 
队 首 队 尾 都 指向 NULL) 的 指针 ; 函数 Empty( ) 通 过 检测 9 的 
9 是 否 为 空 ， 函 数 enQueue( ) 将 元 素 e 加 入 到 队列 4 中 ; 函 





@@ 由 于 在 C 中 为 了 让 队列 这 一 数据 结构 具有 通用 性 ， 我 们 使 用 了 void* 指 针 ， 所 以 程序 中 为 了 使 用 这 样 
的 数据 结构 就 要 借助 指针 来 完成 对 数据 的 读 写 。 读 者 需要 对 代码 中 的 这 些 指针 操作 给 予 充分 的 注意 。 


@y 





Pe 
© 





其 中 ， 函数 bfs( ) 实 现 算法 BFS， 其 两 个 参数 分 别 是 图 的 临界 表 g 和 源 顶 点 s。 由 于 BFS 要 
返回 两 个 数组 ， 所 以 在 C 中 需要 将 它们 封装 成 一 个 对 象 。 利 用 结构 体 Pair 来 作为 封装 两 个 
数组 的 工具 ;数组 a[ ] 说 明 图 中 顶点 个 数 8 创建 图 的 邻接 表 并 返回 给 g( 图 中 顶点 
,3,4,4sv,w,x,y 对 应 程序 中 的 顶点 (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7))。 

7.1.2.2 C++ 语 言 实现 


< 
由 于 本 章 的 算法 都 围绕 着 图 的 邻接 表 表示 展开 ， 闪 en 我 们 
在 这 里 和 下 一 段 中 给 出 图 的 邻接 表 表 示 的 C++ 实现 :， 开 





两 重 嵌 套 循 环 按 行 优先 顺序 扫描 图 的 邻接 和 矩阵 a， 若 ali*n+ 有 0 则 意味 着 项 点 i 和 j 
相 邻 ,我 们 就 在 ad 四 中 插入 一 个 结 点 node, 并 记录 项 点 j 与 i 相 邻 的 信息 :该 node 的 weight 


域 置 为 a[i*n+ 有 站 、index 域 置 为 j。 


明 


7.2 图 的 深度 优先 搜索 遍历 





Tet 





算法 描述 与 分 析 
7.2.1.1 何谓 DFS 


深度 优先 搜索 (Depth First Search, DFS) 所 遵循 的 策略 ， 如 同 其 名 称 所 云 ， 是 在 图 中 尽 可 
能 “更深” 地 进行 搜索 。 在 深度 优先 搜索 中 ， 对 最 新 发 现 的 顶点 v 来 说 ， 若 尚 有 未 探索 过 ， 
则 从 其 出 发 的 边 探索 之 。 当 v 的 所 有 边 都 被 探索 过 ， 则 搜索 “回溯 ”到 从 其 出 发 发 现 顶 点 v 
的 顶点 。 此 过 程 继 续 直至 发 现 所 有 从 源 点 可 达 的 顶点 。 若 图 中 还 有 未 发 现 的 顶点 ， 则 以 其 
中 之 一 为 新 的 源 点 重复 搜索 ， 直 至 所 有 的 顶点 都 被 发 现 。 这 与 广度 优先 搜索 算法 BFS 中 源 
tg 这 样 ， 搜 索 轨迹 G, 将 形成 - We 0 而 不 一 定 仅 

一 棵 树 。 

如 同 广度 优先 搜索 , 用 顶点 上 的 颜色 来 指示 顶 oe 一 个 顶点 初始 时 是 白色 的 ， 





























搜索 一 旦 被 发 现 就 变 成 灰色 ， 当 其 完成 时 也 就 是 被 完全 考察 过 就 成 为 黑色 的 。 

为 了 通过 深度 优先 搜索 揭示 图 的 更 多 信息 ， 我 人 先 搜 索 过 程 中 对 每 一 个 顶点 4 跟 
踪 两 个 时 间 : 发 现时 间 d[u] 和 完成 时 间 Wd [周记 录 首 次 发 现 (x 由 白色 变 成 灰色 ) 时 刻 ， 

f[u] 记录 完成 v We 人 对 每 个 顶点 w， 必 有 df[w]< f[u]。 





在 时 间 d[u] 前 顶点 u 是 白色 在 时 间 d[lu] 和 flu] 之 间 是 灰色 的 (GRAY)， 
aaa 所 有 2 1 es 这 是 因为 对 |y| 个 项 


点 的 每 一 个 而 言 仅 发 生 一 人 5 人 恒基 图 G 深 深度 优先 搜索 得 到 深度 优 
先 森林 G。 A 间 和 完成 时 间 。 


A ke) 算法 的 伤 代码 > 
吉本 的 这 人名 adfs(G ) 伪 代码 利用 一 个 栈 : 来 控制 对 项 点 的 访问 顺序 。 输 入 的 图 
G 可 以 是 无 向 的 也 可 以 是 有 向 的 。 变 量 time 是 一 个 用 来 表示 时 间 的 全 局 变量 。 


dfs(G){ 
for(each vertex ueV(G)){ 
color[u] WHITE; 
nu NIL; 





i 07 // 时 间 计 数 器 置 堆 
Sco; 
forleach vertex sev[s]) { 
if (color[s] == WHITE){ 
color[s] 二 GRAY; 
d[s] 二 time < time+17 
push(s, s); // 将 顶点 s 加 入 到 栈 S 


while(Ss#@){ 





@@ 所 谓 的 “ 栈 ” 是 一 种 插入 和 删除 操作 都 在 同一 端 进行 的 线性 表 ， 它 具有 元 素 先进 后 出 的 特性 。 


er 
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utop(s); 
if (3veAdu] and colorfv] 王 WHITE ) { 
color[v] € GRAY; 
Av]eu; 
d[v] 人 time timet+l; 
push(s, Vv); 





} 
else { 
color[u] ¢- BLACK; 
f[u] 人 time 全 time+17 
PopP(S) 7 
} 
return(d, f, andzx ); 


} 


第 二 个 for 循环 依次 检测 v 中 的 每 个 顶点 s， pp 就 以 此 顶点 为 
源 顶 点 ， 以 深度 优先 的 方式 搜索 从 s 可 达 的 所 有 顶点 。i 人 次 重复 , 顶点 s 变 成 深度 
优先 森林 中 的 一 棵 新 树 的 根 。 时 间 计 数 器 time 增加 1 为 发 现时 间 d[s] 。while 循环 
借助 栈 5S 以 深度 优先 的 方式 搜索 所 有 从 s 可 达 : 每 次 重复 寻找 与 处 于 栈 顶 的 顶点 相 
邻 u 且 未 曾 发 现 过 的 (白色 ) 顶 点 。 若 有 这 样 bY 将 其 改 为 灰色 ， 记 录 其 发 现时 间 ， 并 
压 入 栈 $， 人 ;v)。 否 则 , 将 处 于 栈 项 的 顶点 4 着 成 黑色 ， 
记录 完成 时 间 /tu] ， 将 其 从 栈 S 中 弹 雇 当 -DFS 返回 时 ， 图 中 每 个 项 点 就 被 赋予 一 个 发 
现时 间 d[u] 和 一 个 完成 时 间 Jo] 以 及 在 深度 优先 森林 中 的 父 结 点 x[u] 。 

图 7.4 示例 了 对 一 个 图 的 DFS 的 过 程 ”其 中 ， 各 发 现时 间 / 完 成 时 间 格式 做 标记 。 

he Di 


人 

















人 栈 Sat 站) (可 槛 有 are) 
图 7.4 有 向 图 的 深度 优先 搜索 算法 





人 @ 注意 : 深度 优先 搜索 的 结果 可 能 依赖 于 DFS 所 检测 顶点 的 顺序 ， 以 及 所 访问 的 各 相 邻 项 点 的 顺序 。 这 
些 不 同 的 访问 顺序 并 不 会 在 实践 中 发 生 什么 问题 ， 深 度 优先 搜索 的 任 一 结果 都 可 用 另 一 本 质 上 等 价 的 


结果 所 替代 。 
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代 ) 栈 Sta) 中 烧 罗 ) 
图 7.4 有 向 图 的 深度 优先 搜索 算法 ( 续 ) 
7.2.1.3 算法 的 时 间 复 杂 度 
DFS 的 运行 时 间 如 何 ? 对 开始 的 for 循环 来 说 ， 其 时 间 复 杂 度 为 @(V) 。 内 媒 的 循环 
操作 对 G 的 每 条 边 执 行 一 次 。 因 此 ， 耗 时 >|44di[v]= 0(E) ， 故 DFS 的 运行 时 间 为 





Q@(V+E)。 
7.2.2 程序 实现 
与 算法 DFS 一 样 ， 程 序 过 程 只 需 一 个 参数 : 图 的 邻接 表 g。 由 于 DFS 要 返回 3 个 数组 


吾 下 
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元 ，d 和 六 ， 所 以 可 以 用 两 个 购 套 的 Pair 作为 返回 值 类 型 。 此 外 ， 定 义 一 个 枚 举 数据 类 型 
Color， 增 加 代码 的 可 读 性 。 
整 型 变量 w 、v 、s 对 应 于 算法 中 同名 的 表示 顶点 的 临时 变量 。 要 声明 一 个 与 算法 中 
同名 的 顶点 颜色 数组 color, 还 要 声明 3 个 数组 整 型 pi 、d 、j 了 对 应 于 算法 中 的 数组 了 、d、 
了 。 此 外 ， 还 需要 在 程序 过 程 中 声明 一 个 对 应 于 算法 中 的 同名 栈 S 。 

在 实现 BFS 时 ,关键 是 思考 如 何 实 现 伪 代码 jR3ve Adj[u] and colorlv] 二 WHITE )。 
本 质 上 , 这 需要 在 顶点 4 的 邻接 表 44dj[u]( 这 是 一 个 链表 ) 中 搜索 ， 直到 找到 一 个 白色 顶点 或 
发 现 整个 表 中 不 存在 白色 顶点 为 止 。 所 以 , 可 以 设置 一 个 链表 指针 p ,初始 置 为 指向 4dj[u] 
的 首 结 点 ， 然 后 让 其 在 44dj[u] 中 扫描 ， 直 到 发 现 自 色 项 点 或 遇 到 链表 尾 为 止 。 问 题 是 ， 如 
果 p 是 在 while 循环 内 被 初始 化 为 4dj[u] 的 首 结 点 , 而 u 可 能 会 多 次 出 现在 栈 项 , 这 样 就 会 
使 得 曾经 访问 过 与 v 邻接 的 顶点 可 能 会 重复 被 访问 ， 这 不 符合 算 ; 市 对 每- -条 边 仅 访问 一 
次 的 描述 。 为 避免 这 样 的 情形 ， 我 们 可 以 事先 为 每 一 个 顶 时 设置 一 个 指向 其 邻接 表 的 指针 
pos[u] ， 初 始 化 为 指向 4dj[u] 的 首 结 点 。while 的 每 次 对 链表 44dj[u] 的 扫描 局 限于 
pos[u] 到 链表 尾 的 范围 内 ， 而 不 再 重新 检测 AN os[4] 之 间 的 那些 已 经 访问 过 的 非 

AN 
















































































色 顶 点 。 


enum vertex color {WHITE, Sr 











typedef enum vertex color Co 
Pair<int*, Pair<int*, int (Graphg g){ .~-//DFS 的 迭代 版 本 


int n = g.n, us 2 
Color *color = mM Color[n]; 
int *pi = new iAt[ ], *d = new int 次- new int[n], time = 0; 
fill (pi, 2 NS 
thn tool ooorem, WHITE) 站 
stac >1ls; ~ // 栈 
1ist<vt ex>: :iterator *pos = new list<vertex>::iterator[n]; 
for(u = 0;u<n;ut++) 
pos[u] = g.adj[u] .begin(); 
for(s = 0;s<n;s++){ 
if(color[s] == WHITE){ // 以 顶点 为 根 创建 一 棵 深度 优先 树 
color[s] = GRAY; 
d[s] = ++time; 
S.push(s); 
while(!S.empty()){ 
u= SS.top(); 
list<vertex>::iterator p = pos[v]; 
v=({p!lg.adj[u] .end()?((*p) index) ;1; 
while(pos[u]! = g.adj[u] .end() &&color[v]! = WHITE) hy 


pos[ul++; //ua 的 邻接 点 中 找 尚 存 的 未 发 现 顶 点 





外 循环 的 条 件 是 P!= g.adjluj.end0 &&color[v]!= WHITE 。 其 中 ，P 是 pos[u] 的 一 个 链表 达 代 器 ， vy 是 
所 指向 的 与 相 邻 的 项 点。 于 是 ， 作 为 逻辑 与 的 第 一 个 条 件 p!= g.adj[u].end0 指 的 是 尚 在 u 的 邻接 表 
中 扫描 。 而 第 二 个 条 件 colorfv]!= WHITE 检测 的 是 表 中 当前 元 素 对 应 的 顶点 是 否 为 白色 。 
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其 中 ， pos[u] 用 来 跟踪 顶点 4 的 邻接 表 中 尚未 扫描 过 的 第 一 个 元 素 位 置 。 这 样 ， 就 可 
保证 在 DFS 过 程 中 ， 每 一 条 边 有 且 仅 有 一 次 被 访问 ，while 循环 在 u 的 邻接 表 中 依次 查找 
白色 项 点。 


@ 注意 ， 程 序 中 的 顶点 0、1、2、3、4、5 对 应 图 中 的 顶点 a、b、c、d、e、 f。 


@y 





Qe 图 的 搜索 算法 
GO 一 - 
7.2.3 ”有 向 无 圈 图 的 拓扑 排序 


7.2.3.1 深度 优先 搜索 的 性 质 


深度 优先 搜索 最 基本 的 性 质 也 许 就 是 搜索 轨迹 构成 若干 棵 树 的 深度 优先 森林 。 首 先 ， 
我 们 看 到 ， 图 中 的 每 个 顶点 有 且 仅 有 一 次 被 发 现 和 完成 。 所 以 ， 每 个 非 源 顶点 的 父 结 点 是 
唯一 的 ( 源 项 点 没有 父 结 点 )， 也 就 是 说 ， 从 一 个 源 顶 点 起 ， 搜 索 过 程 将 所 有 从 源 顶 点 可 达 
的 顶点 构成 一 棵 搜索 的 树 。 但 图 中 一 个 顶点 4 不 必 从 另 一 个 顶点 s 可 达 ， 所 以 在 以 s 为 源 顶 
点 进行 深度 优先 搜索 的 过 程 中 ，4 不 必 成 为 搜索 树 中 的 结 点 。 因 此 ，w 可 能 成 为 另 一 个 源 
顶点 ， 搜 索 过 程 将 构成 男 一 棵 搜索 树 。 
深度 优先 搜索 的 另 一 个 重要 性 质 是 发 现时 间 和 完成 时 间 具 号 结构 。 如 果 我 们 把 顶 
点 4 的 发 现时 间 表示 成 左 括号 “(u ”并 将 其 完成 时 间 表 示 为 -了 则 发 现 和 完成 的 历史 
将 构成 一 个 在 嵌 套 括号 意义 下 的 良好 结构 表达 式 。 例 如 ， ah 
括号 展示 在 图 7.5(b) 中 。 也 就 是 说 ， i 

可 

















后 代 当 且 仅 当 4d[u]<d[v]<f[v]</f[u]。 这 从 算法 世 
味 着 d[u]< d[v])， 而 后 于 孩子 出 栈 (这 意味 


见得 : 父亲 先 于 孩子 进 栈 (这 意 
bY [u]). BT dlu] < dlv]< ftv] < flu]s 
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(ee) 重 两 图 (a) 的 绪 果 
7.5 深度 优先 搜索 的 性 质 


深度 优先 搜索 的 另 一 个 有 趣 的 性 质 是 它 可 以 用 来 对 作为 输入 的 图 G =<V,E > 的 边 进行 
分 类 。 对 图 边 的 这 一 分 类 可 用 来 获取 有 关 图 的 重要 信息 。 例 如 ， 我 们 将 看 到 一 个 有 向 图 是 


$f 
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无 圈 的 当 且 仅 当 一 个 深度 优先 搜索 将 得 出 无 “ 回 ” 边 判断 。 

可 以 用 由 对 图 G 做 深度 优先 搜索 而 产生 的 深度 优先 森林 G, 来 定义 4 种 类 型 的 边 ”: 

(1) 本 核 边 是 指 深 度 优先 森林 G, 中 的 边 。 若 v 是 在 探索 边 G 时 首次 被 发 现 则 边 (u,v) 是 
一 条 树枝 边 。 

(2) 回 边 是 指 那 些 从 顶点 wu 连接 到 其 在 深度 优先 森林 中 的 前 辈 v 的 边 (u,v) 。 自 循环 边 

































































(3) 进 边 是 指 那些 从 顶点 u 连接 到 其 在 深度 优先 森林 中 的 后 代 v ， 但 不 是 树枝 边 的 边 


(4) 跨 边 是 指 所 有 其 他 的 边 。 它 们 可 以 同一 棵 深度 优先 树 中 两 个 顶点 间 的 边 但 其 中 的 
任 一 个 不 是 另 一 个 的 前 辈 ， 或 它们 连接 两 棵 不 同 的 深度 优先 树 。 

其 中 ， 图 7.5(a) 是 一 个 有 向 图 的 深度 优先 搜索 结果 。 各 顶点 都 标 有 发 现时 间 / 完 成 时 间 
目 各 条 边 的 类 型 ， 而 图 7.5(b) 表 示 每 个 项 点 的 发 现时 间 和 完成 时 间 移 成 的 区 间 对 应 于 所 展 
ee he 时 间 构 成 的 区 间 。 树 枝 边 
也 得 以 展示 。 若 两 个 区 间 相 交 ， 则 一 个 必 绒 套 在 另 且 对 应 于 较 小 区 间 的 顶点 是 
we 按 树枝 边 和 进 边 自 上 而 下 ， 而 所 
有 的 由 后 代 到 前 辈 的 回 边 是 自 底 向 上 
DFS ne 人 SU 关键 的 思想 是 ， 每 一 条 边 
































(u,v) 在 首次 被 探索 时 可 以 根据 顶点 v 分 类 (但 是 进 边 和 跨 边 不 能 区 分 ): 

@ 白色 (WHITE) 意 味 着 一 A 

@ 灰色 (GRAY) 意 味 着 一 共同 边 全 

@ 黑色 (BLACK) 意 味 着 一 条 进 边 或 跨 边 。 x 

第 一 种 情形 由 算法 可 得 = 对 于 第 二 i 总 是 形成 一 条 对 应 于 栈 中 
的 后 代 线 性 链 ， 灰 5 雪 比 最 近 发 现 的 项 度 优先 森林 中 的 深度 还 多 1。 探 索 总 是 
从 最 深 的 灰色 预 点 开始 ， 所 以 到 达 的 另 一 个头 色 项 点 的 边 就 到 达 一 个 祖先 。 

值得 注意 的 是 ， 在 一 个 无 向 图 中 ， 因 为 (u,v) 和 (ww) 实际 上 是 一 条 边 ， 所 以 在 对 无 向 
图 G 的 深度 优先 搜索 中 ， G 的 每 一 条 边 或 是 树枝 边 或 是 回 边 。 为 说 明 这 一 点 , 设 (u,v) 是 G 
的 任 一 条 边 , 不 失 一 般 性 , 假定 dfu] < d[v] 。 于 是 , v 必 在 完成 之 前 被 发 现 , 这 是 因为 v 在 
u 的 邻接 表 中 。 车 (u,v) 先 从 到 (u,v) 被 探索 到 , 则 (u,v) 变 成 树枝 边 ,车 (u,v) 先 从 v 到 wu 被 
探索 到 ， 则 (wy) 成 为 回 边 ， 因 为 x 在 边 被 首次 探索 到 时 还 是 灰色 的 。 

7.2.3.2 ”有 向 无 图 图 的 拓扑 排序 

1) 问题 的 理解 与 描述 

由 于 回 边 意 味 着 图 中 存在 一 个 圈 ， 所 以 我 们 得 到 有 向 图 G 是 无 圈 的 充分 必要 条 件 是 G 
的 一 次 深度 优先 搜索 不 产生 回 边 。 这 样 ， 我 们 对 DFS 稍 加 修改 就 可 使 其 能 对 传递 给 它 的 有 
向 图 判断 是 否 为 有 向 无 圈 图 (Directed Acyclic Graph, DAG): 设置 一 个 标志 acyclicity， 初 始 
时 置 为 rue， 搜 索 过 程 中 若 遇 到 回 边 ， 则 将 其 置 为 false。 
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@ 如 图 7.5 所 示 ， 各 条 边 都 加 了 表示 它们 类 型 的 标识 。 图 7.5(c) 还 展示 了 如 何 将 图 7.5(a) 重 画 成 所 有 的 树 
枝 边 和 进 边 在 深度 优先 树 中 自 上 而 下 ， 而 回 边 则 自 底 向 上 。 


er 
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我 们 用 此 性 质 来 解决 一 个 有 趣 的 问题 : DAG 的 拓扑 排序 。 一 个 有 向 无 圈 图 G =<V,E > 
的 拓扑 排序 是 其 所 有 项 点 的 一 个 线性 排列 ， 使 得 车 边 (u,v) 包含 在 G 中 ， 则 w 在 排列 中 必 出 
现在 v 前 (车 图 不 是 无 圈 的 , 则 不 可 能 有 此 线性 排列 )。 一 个 图 的 拓扑 排序 可 被 视 为 将 图 的 所 
有 项 点 水 平 排列 时 ， 所 有 的 有 向 边 从 左 指向 右 。 

有 向 无 圈 图 DAG 在 很 多 应 用 中 用 来 说 明 事件 间 的 先后 顺序 。 图 7.6 给 出 了 发 生 在 某 计 
算 机 系 安排 各 门 课程 的 教学 时 的 一 个 例子 。 由 于 必须 在 学 习 一 些 课程 之 前 学 完 另 一 些 课程 
(例如 ， 必 须 在 学 习 普通 物理 前 学 完 高 等 数学 )。 而 对 另 一 些 课 程 却 可 按 任意 顺序 进行 (例如 ， 
程序 设计 与 政治 经 济 学 等 )。 
在 图 7.6(a) 中 有 向 无 圈 图 的 一 条 有 向 边 (u,v) 意味 着 课程 必须 在 v 之 前 学 完 。 所 以 ， 
此 有 向 无 圈 图 的 一 个 拓扑 排序 给 出 了 一 个 教学 顺序 。 一 次 深度 优先 搜索 的 发 现时 间 和 完成 
时 间 标示 在 每 个 顶点 的 旁边 ， 图 7.6(b) 展 示 了 对 此 有 向 无 环 路 拓扑 排序 后 水 平 排列 的 
各 个 顶点 ， 使 得 所 有 有 向 边 都 是 从 左 指向 右 。 各 顶点 按 完 司 的 时 间 顺 序 排列 。 
11/18 
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(b) 各 项 点 按 完 成 时 间 的 地 间 顺 序 排 列 
图 7.6 拓扑 排列 

2) 算法 的 伪 代 码 描述 

对 图 的 深度 优先 搜索 过 程 中 ， 项 点 间 的 前 辈 与 后 代 的 关系 就 是 按照 边 的 指向 引导 的 。 
顶点 完成 时 间 了 标示 出 了 顶点 间 前 非 / 后 代 关 系 : 若是 v 的 前 辈 ， 则 ffu]> f[v] 。 也 就 是 
说 ， 对 一 个 有 向 无 圈 图 做 DFS 的 过 程 中 ， 我 们 只 要 按照 顶点 完成 时 间 的 降序 跟踪 各 顶点， 
就 可 得 到 它们 的 拓扑 排序 TOPLOGICAL-SORT(G) 伪 代码 : 

TOPLOGICAL-SORT (G) { 

for (each vertex ueV[G]){ 


Color[s] 全 WHITE; 
Ax [ut NIL; 
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其 中 ， 栈 toplogic 用 来 将 完成 访问 的 顶点 入 栈 。 一 旦 完成 计算 ， 依 次 输出 栈 项 数据 就 
可 得 到 DAG 的 一 个 拓扑 排序 。 对 处 于 8 栈 顶 的 顶点 x 的 邻接 表 中 搜索 白色 顶点 (第 15 行 ) 
前 ， 若 搜索 到 灰色 顶点 ， 则 意味 着 搜索 到 一 条 回 边 。 也 就 是 说 ，G 有 一 个 圈 。 此 时 ， 将 变 
量 acyclicity 置 为 false。 图 7.6(b) 展 示 了 一 拓扑 排序 的 顶点 按 完成 时 间 的 降序 排列 。 

由 于 该 伪 代 码 的 运行 时 间 与 DFS 的 运行 时 间 一 致 ， 所 以 , 可 以 在 时 间 @(V+E) 内 计算 
有 向 无 圈 图 G =<V,E > 的 拓扑 排序 。 

应 当 指 出 , DFS 过 程 中 关于 顶点 的 属性 d 、f 和 zx 在 讨论 DFS 的 性 质 时 是 十 分 有 用 的 。 
而 在 具体 的 应 用 中 ， 可 以 根据 需要 保留 其 中 的 若干 ， 而 舍弃 其 中 的 一 部 分 (甚至 全 部 )。 例 
如 ， 在 计算 有 向 图 的 拓扑 排序 算法 中 ， 可 以 省 略 属性 4 、f 和 zx， 因为 在 改变 的 值 和 顶点 
压 入 toplogic 栈 时 无 须 检测 这 些 属性 的 值 。 这 样 ， 可 以 将 上 述 算法 简化 为 : 


@y 





ff 2 
”第 7 章 图 的 搜索 算法 


acyclicity€ true; 
toplogic¢-s¢@; 
for (each vertex seVv[G]){ 
if (color[s]==WHITE) { 
color[s] € GRAY; 
push(S, s); 
while(S#@){ 
ut top(s) 
if(3veAdj[u] and color[v] == GRAY){ 
acyclicity<¢ false; 
, 
if(3veAdj[u] and color[v] == WHITE){ 
color[v] € GRAY; 
push(S，v) 7 
}elsel{ 
color[u] 人 BLACK; 
Push (top-logic, u); 
pop (Ss); 


} 
} 
if(acyclicity == true){ 
return (toplogic)’; 
}else print( ”Gis: not a DAG!” )»; 
} 


3) 程序 实现 
由 于 TOPLOGICAL-SORT 是 基于 DFS 的 ,所 以 程序 过 程 只 需 一 个 参数 (图 的 邻接 表 g)。 


表示 )， 由 于 顶点 表示 为 0~n-1 的 整数 ， 所 以 该 数组 可 以 是 整 型 的 。 
和 实现 DFS 时 一 样 ， 用 整 型 变量 w 、v 、s 对 应 于 算法 中 同名 的 表示 顶点 的 临时 变量 。 
要 声明 1 个 与 算法 中 同名 的 顶点 颜色 数组 color 和 1 个 作为 计算 结果 的 整 型 数组 toplogic。 
此 外 ， 需 要 在 程序 过 程 中 声明 一 个 应 于 算法 中 的 同名 栈 $ 。 为 确定 图 是 否 为 一 个 DAG,， 还 
需要 设置 一 个 标志 变量 acyclicit， 它 应 该 是 布尔 型 的 。 
在 伪 代 码 中 我 们 需要 思考 检测 条 件 3ve Adj[u] and colorlv] == GRAY 及 3ve Adj[lu] 
and color[v]== WHITE 如 何 实 现 。 我 们 知道 ，3 是 存在 量词 ， 它 意味 着 “存在 ……”。 这 在 
程序 中 就 意味 着 要 在 Adj[u] 中 进行 查找 。 最 简单 的 办 法 就 是 线性 查找 法 : 依次 检测 其 中 的 
每 一 个 元 素 ， 直 至 找到 符合 条 件 的 元 素 为 止 ， 并 且 这 两 个 条 件 实 际 上 是 在 同一 个 集合 一 一 
硕 点 zx 的 邻接 表 4qj[u] 中 考察 灰色 顶点 (前 者 或 白色 项 点 (后 者 ) 的 存在 性 。 因 此 ， 可 以 
个 循环 结构 同时 完成 这 两 个 条 件 的 检测 : 依次 扫描 4qj[u] 中 尚未 访问 过 的 元 素 ， 直 至 找到 
色 顶 点 。 
对 应 的 代码 实现 如 下 : 
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其 中 ， 函 数 toplogicalSort( ) 只 有 一 个 参数 (图 的 邻接 表 g)。 与 伪 代 码 稍 有 不 同 的 是 ， 它 


将 返回 计算 所 得 的 无 圈 有 向 图 标志 acyclicity 和 数组 toplogic 构成 的 Pair 型 对 象 。 


$f 
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7.3 ”有 向 图 的 强 连通 分 支 


7.3.1 算法 描述 与 分 析 
7.3.1.1 什么 是 SCC 


本 小 节 将 说 明 如 何 利 用 两 次 深度 优先 搜索 将 一 个 有 向 图 分 解 为 强 连通 分 支 (Strong 
Connected Components, SCC)。 很 多 对 有 向 图 的 算法 都 以 这 样 的 分 解 作 为 开头 。 分 解 后 ， 算 
法 分 别 对 每 一 个 强 连通 分 支 运行 。 问 题 的 解 按 各 分 支 间 的 连接 结构 合并 而 成 。 

所 谓 有 向 图 G=(V,E) 的 一 个 强 连通 分 支 C 是 一 个 使 得 其 中 每 一 对 顶点 u 和 v 均 有 
uev 及 veu， 即 顶点 u 和 v 是 相互 可 达 的 顶点 集合 CcV， 如 图 7.7 所 示 。 

我 们 寻求 图 G-<V,E> oe eh 也 就 是 图 











GT =<V,E7 >， 其 中 ，E7 ={(u,v):(v,u)eE}， 即 E7 是 由 边 的 反 向 而 得 。 给 定 G 
的 一 个 邻接 表 表 示 ， 创 建 G" 的 时 间 是 @(E+V)。 有 G" 恰 有 相同 的 连通 分 支 : 
u 和 v 在 G 中 相互 可 达 当 且 仅 当 它们 在 G7 中 达 汶 图 7.7(b) 展 示 了 图 7.7(a) 中 的 图 的 
转 置 ， 其 中 的 强 连 通 分 支 带 有 阴影 。 如 果 我 人 有 向 图 G 中 的 各 个 强 连通 分 支 收缩 为 
一 个 “顶点 ” 则 将 得 到 一 个 称 为 G 的 文 向 图 。 图 7.7(c) 展 示 了 图 7.7(a) 的 分 支 图 。 


{a) 有 向 图 





{b) 图 G6 的 转 置 


7.7 有 向 图 G 及 其 分 支 图 


So 图 的 搜索 算法 
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RA 
7 G 及 其 分 支 图 (二 )| 、 


其 中 ，G 的 强 连 通 分 支 显示 为 阴影 区 域 。 重阳 
Gh NGLY- 


间 。 树 枝 边 也 加 有 阴影 。 专 置 G7 ,展示 了 STRO CONNECTED-COMPONENTS(G) 
伪 代 码 中 第 3 行 计算 的 深度 优先 森林 ， 械 边 也 有 阴影 。 每 一 个 强 连 通 分 支 对 应 已 加 了 
深 色 阴 影 的 顶点 2,c,g 和 户 是 由 对 G7 进 和 优先 搜索 而 产生 的 深度 优先 树 的 根 。 图 7.7(c) 
将 G 中 的 各 强 连 通 分 支 收缩 为 单一 顶点 后 得 到 的 分 支 图 。 图 7.7(d) 为 G7 的 分 支 图 。 
定理 7.3 有 向 图 的 分 支 图 是 一 个 有 向 无 圈 图 。 
这 是 因为 如 果 分 支 图 中 存在 一 个 圈 ， 则 该 圈 又 构成 G 的 一 个 更 大 的 连通 分 支 ， 此 与 分 
支 图 的 定义 不 符 。 
假定 对 有 向 图 G 作 了 一 次 DFS， 则 每 个 顶点 w 都 具有 发 现时 间 d[u] 和 完成 时 间 Fu] 。 
设 G 有 强 连通 分 支 C,,C,…,C; ， 对 G 的 分 支 图 中 的 各 个 顶点 (G 的 各 个 强 连 通 分 支 
Gsi=1,2,…, 大 ) 定 义 发 现时 间 和 完成 时 间 d(C,)=min,c {4d[u]}。 例 如 , 图 7.7(a) 的 分 支 图 (c) 
中 各 个 顶点 所 标示 的 发 现时 间 / 完 成 时 间 。 有 趣 的 是 ， 分 支 图 中 边 的 方向 都 是 从 完成 时 间 较 
大 的 顶点 指向 完成 时 间 较 小 的 顶点。 这 不 是 偶然 现象 ， 因 为 由 引 理 7.4 可 知 ， 有 向 图 的 分 
支 图 是 无 环 的 ， 所 以 图 中 顶点 按 完 成 时 间 的 降序 恰 为 项 点 的 拓扑 顺序 。 由 此 我 们 可 以 得 到 
如 下 结论 。 
引 理 7.4 设 C 和 C' 是 有 向 图 G=(V,E) 的 两 个 不 同 的 强 连通 分 支 。 在 一 次 深度 优先 搜 
索 中 其 完成 时 间 分 别 为 /(C) 和 f(C')。 若 有 边 (u,v)eE ， 其 中 kesC 及 veC' 。 则 
f(O)</(C"), 
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例如 ， 图 7.7(d) 中 可 视 为 图 7.7(c) 的 转 置 ， 其 实 也 是 图 7.7(a) 的 转 置 的 分 支 图 。 其 中 ， 
所 有 项 点 旁边 标示 的 是 图 7.7(c) 的 项 点 的 发 现时 间 / 完 成 时 间 ， 而 所 有 的 边 都 是 从 完成 时 间 
的 较 大 者 指向 完成 时 间 的 较 小 者 。 


7.3.1.2 算法 的 伪 代 码 





伪 代 码 第 3 步 按 在 第 1 步 中 所 得 的 项 点 的 完成 时 间 降序 作为 第 三 次 DFS 的 主 循环 顺序 ， 









再 进入 一 个 连通 分 支 进行 深度 优先 搜索 ， 将 完成 该 分 支 中 的 所 有 顶点 的 访问 ， 形 成 一 棵 深 
度 优先 树 。 根 据 引 理 7.2， 此 次 搜索 不 会 进入 另 一 个 强 连 通 分 支 因为 完成 时 间 较 大 的 分 支 
在 分 支 图 中 没有 指向 完成 时 间 较 小 的 分 支 。 所 以 ， 完 成 支 的 搜索 后 ， 主 循环 会 进入 
下 一 轮 重复 ， 进 行 另 一 个 分 支 的 搜索 ， 形 成 又 DN 深度 优先 树 ，…… 。 第 4 步 将 对 应 强 连 


ee 
通过 上 面 的 表述 , 我 们 需要 对 STRON 
做 一 点 修改 ， 使 它 能 够 按照 一 定 的 顺序 执行 3 


sai 
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与 DFS 相 比 ，DFS-BY-ORDER 多 了 一 个 指示 访问 顶点 顺序 的 数组 order 作为 参数 ， 其 
中 的 元 素 是 1,2,…,n 的 一 个 排列 。 主 循环 for 的 重复 顺序 为 order[1],order[2],…,order[n] 。 


7.3.2 程序 实现 
因为 我 们 要 用 C 语言 实现 该 算法 ， 所 以 我 们 定义 栈 stack 数据 结构 如 下 : 








上 述 代码 中 函数 top 和 pop 都 返回 栈 项 元 素 ， 不 同 的 是 pop 要 将 栈 顶 元 素 从 栈 中 删除 ， 
而 top 函数 则 不 做 此 删除 工作 。 
利用 栈 stack， 我 们 实现 能 按照 指定 顺序 执行 主 循环 的 DFS-BY-ORDER 算法 : 
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其 中 , while 循环 在 顶点 4 的 邻接 表 中 从 pose[j 所 指向 的 位 置 开 始 扫 描 寻 找 与 相 邻 的 
白色 顶点 (实现 伪 代 码 中 的 “if(3V e 44dj[u]and color[lv] 一 WHITE”))。 之 所 以 需要 使 用 pos[u] 
来 确定 扫描 的 起 始 位 置 ， 是 因为 链表 中 前 面 的 结 点 已 经 访问 过 而 无 需 再 考虑 。 

在 计算 有 向 图 强 连 通 分 支 的 算法 中 需要 计算 图 G 的 转 置 G7 ， 相 应 的 代码 如 下 ; 





© 


其 中 , 函数 transpose( ) 只 有 一 个 参数 (图 G 的 邻接 表 g )。 它 将 返回 G 的 转 置 C" 的 邻接 表 gi， 
转 置 图 G7" 的 顶点 数 与 图 G 的 顶点 数 相同 。 


做 好 这 些 准 备 后 ,就 可 以 把 STRONGLY-CONNECTED-COM PO 





FLoar a ee Or lL On Or OO lor OF 
Oar i 0 LL Or On 
0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 
Or OF Tr Or Or Dr OF Tr 
1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 
OF Or 0 OF Oo Dr di OF 
0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 
0，0，0，0，0，0，0，1}; ”// 代 表 有 向 图 的 邻接 矩阵 
int s, u, n= 8; 
int *pis 
Graph *g = createGraph(a, n), *gt; // 用 数据 a 创建 该 图 的 邻接 表 9 
List *r; 
strongConnectedComponents (g); 
graphClear (g); 


free(g); 论 
return (EXIT_SUCCESS); CSN 


其 中 ， 数 组 a 表示 图 7.7() 中 有 向 图 的 邻接 4 S33 数 strongConnectedComponents() 





计算 g 的 强 连 通 分 支 。 
7.4 无 向 ee 
,> 2 
7.4.1 算法 描述 与 分 析 。 一 和 x 
7.4.1.1 站 是 的 和 外科 。 
设 G=<V,E> 是 个 连通 无 向 图，G 的 福 个 关 结 点 是 移 除 该 点 将 导致 该 图 不 连通 的 顶 
点 。G 的 一 fds) 是 G 的- -条 边 ， Hen G 的 一 个 双 连 通 分 支 


是 一 个 边 的 最 大 集合 。 其 中 的 任意 两 条 边 都 同 在 一 条 简单 环 路 上 ， 如 图 7.8 所 示 ， 关 结 点 
加 了 深 色 的 阴影 ， 桥 也 加 上 了 深 色 的 阴影。 双 连 通 分 支 是 阴影 区 域 中 的 边 ， 并 加 以 编号 。 

我 们 可 以 利用 深度 优先 搜索 来 确定 关 结 点 、 桥 和 双 连 通 分 支 。 设 G, =(V,E,) 是 G 的 一 
棵 深度 优先 树 。 








图 7.8 连通 无 向 图 的 关 结 点 、 桥 和 双 连 通 分 支 
显然 , 没有 关 结 点 的 图 是 双 连 通 图 。 若 两 个 关 结 点 u、v 之 间 存 在 G 的 边 (w,v), 则 (u,v) 
就 是 G 的 一 座 桥 。 删 除 所 有 的 桥 ， 得 到 的 G 的 子 图 构成 G 的 双 连 通 分 支 。 所以， 计算 图 的 


er 
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O | 
关 结 点 是 一 个 关键 问题 。 


7.4.1.2 关 结 点 在 DFS 过 程 中 的 性 质 


个 简单 的 例子 来 说 明 关 结 点 在 DFS 过 程 中 的 特性 ,并 由 此 来 设计 一 个 利用 对 无 向 
连通 图 的 DFS 查找 关 结 点 的 算法 。 在 图 7.9 中 ， 图 7.9(a) 所 表示 的 无 向 连通 图 具有 c、b、g 
和 h4 个 关 结 点 (标示 为 灰色 ); 图 7.9(b) 和 图 7.9(c) 都 是 对 图 7.9(a) 中 的 图 进行 DFS 后 形成 的 
搜索 树 , 结 点 d/ 耻 标示 发 现时 间 和 完成 时 间 ; 图 7.9(b) 的 源 顶 点 是 b, 图 7.9(c) 的 源 顶 点 是 a。 
在 这 两 棵 深度 优先 树 中 ， 我 们 观察 到 : 

(1) 如 果树 根 是 图 中 的 一 个 关 结 点 ， 则 它 有 多 于 一 个 孩子 (图 7.9(b) 中 的 情形 ); 

(2) 如 果树 中 的 一 个 非 根 结 点 v 是 图 中 的 一 个 关 结 点 , 则 该 结 点 必 不 存在 一 个 孩子 结 点 
w， 它 有 一 条 指向 v 的 父亲 的 回 边 。 1 

为 了 使 DFS 过 程 能 跟踪 顶点 是 否 具 有 关 结 点 的 性 质 ， hl 定义 深度 优先 树 中 的 结 点 v 


的 属性 ， 有 *% 
dv] 三 


ovwfv]=minjd[x]( 





































































































(b) 以 源 顶 点 bp 进行 DFS 得 到 的 深度 优先 树 (©) 以 源 项 点 a 进行 DFS 
(虚线 边 为 回 边 ) 得 到 的 深度 优先 树 


7.9 ” 关 结 点 在 深度 优先 树 中 的 特性 





@ 作为 关 结 点 , 无 论 在 图 7.9(b) 或 图 7.9(c) 中 , 只 要 不 是 树 根 , 都 不 会 存在 从 孩子 结 点 指向 父亲 结 点 的 回 边 。 


$B 
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对 一 个 非 根 结 点 v 而 言 ， 如 果 有 它 的 孩子 w 的 属性 1owfw] 不 小 于 它 的 发 现时 间 d[v] 。 
则 意味 着 v 不 存在 后 代 有 指向 v 的 前 辈 的 回 边 。 这 样 , 我 们 就 可 判断 v 就 是 图 中 的 一 个 关 结 
点 。 按 结 点 的 1ow 属性 定义 ， 我 们 将 图 7.9(c) 中 的 深度 优先 树 中 各 结 点 的 low 属性 值 添加 在 
发 现时 间 / 完 成 时 间 标示 之 后 ， 这 样 每 个 结 点 就 有 标示 : 4d/ 或 low， 如 图 7.10 所 示 。 





TV171 


We 伦 
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图 7.10 图 7. -9(c) 的 a low 属 性 


注意 ， 树 中 结 点 ep 值 3>b 的 发 现时 间 2，5b 恰 为 图 中 一 个 关 结 点 。 
同样 的 ， 关 结 点 c 有 孩子 结 多 Wwe 属性 不 小 于 < < 的 发 现 司 。 此 外 ， 关 结 点 g 和 h 也 
是 如 此 。 


es 
有 了 对 人 DFS 的 计算 无 向 连通 图 的 
关 结 点 的 算 
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在 此 过 程 中 ， 我 们 需要 计算 每 个 顶点 zx 的 Jow 属性 。 而 1ow 属性 需要 根据 发 现时 间 & 和 
顶点 间 的 父子 关系 x 来 计算 。 注 意 ， 实 际 上 顶点 4 的 发 现时 间 和 完成 时 间 没 有 计算 上 的 关 
系 ， 所 以 可 以 省 略 完成 时 间 而 不 影响 发 现时 间 和 1ow 属性 的 计算 。 

对 每 一 个 顶点 v， 压 栈 时 将 属性 Jowfv] 初始 化 为 发 现时 间 d[v] 。 在 搜索 的 邻接 表 过 程 
中 , 一 旦 发 现 一 条 回 边 (我 们 知道 , 在 无 向 图 中 , 除了 树枝 边 只 有 回 边 ) (u,v) ,就 将 lowlu] 置 
为 lowfu] 和 4d[v] 较 小 者 。 在 完成 深度 优先 搜索 后 ， 利 用 计算 所 得 的 x (深度 优先 树 中 结 点 间 
的 父子 关系 ) 数 组 ， 检 测 各 项 点 v(= z[z]) 与 其 孩子 顶点 wx 之 间 1ovw 属性 大 小 ， 将 较 小 者 赋予 
1owfx] 。 这 样 ， 对 于 每 一 个 项 点， 计算 了 它 的 Jow 属性。 

对 于 源 顶 点 s ， 作 为 优先 树 的 根 结 点 ， 一 旦 发 现 它 有 一 棵 非 空子 树 ， 就 将 其 子 树 计 数 
器 rootdegree 增加 1。 如 果 根 结 点 有 多 于 1 棵 子 树 ， 则 它 是 一 个 关 结 点 。 对 于 非 根 结 点 v， 
第 28~31 行 检测 是 否 有 它 的 孩子 结 点 使 得 lowfu] 三 d[v] 。 若 是 ， 则 v 为 一 个 关 结 点 。 
由 于 过 程 ARTICULATION 是 基于 DFS 的 计算 无 向 连通 图 的 关 结 点 ， 所 以 其 时 间 复 杂 


度 和 DFS 的 一 样 ,为 @(V +E)。 
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7.4.2 程序 实现 





其 中 ， 数 组 b 表示 图 7.9(a) 中 无 向 连通 图 的 邻接 和 矩阵。 由 于 在 无 向 图 中 进行 DFS 所 生 
成 的 深度 优先 树 中 除了 树枝 边 就 是 回 边 ， 所 以 对 项 点 zx 的 邻接 表 扫 描 时 ， 只 要 没 遇 到 树枝 
边 ,， 遇 到 的 就 可 能 是 回 边 (扫描 到 的 顶点 是 灰色 的 )。 但 是 ,即使 相 邻 顶点 是 灰色 的 ，(u,v) 
也 未 必 是 一 条 回 边 : 在 无 向 图 中 ，(wv) 和 (wz) 是 同一 条 边 ， 如 果 这 条 边 是 按 v 到 x 顺序 首 
次 被 访问 和 到， 那么 ， 从 x 再 次 遇 到 v ， (uv) 就 不 是 一 条 回 边 。 所 以 ， 对 于 扫描 到 灰色 顶点 


只 有 满足 x[u]v，(u,v) 才 是 一 条 回 边 。 


PB 
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7.5 流 网 络 与 最 大 流 问 题 


7.5.1 算法 描述 与 分 析 


7.5.1.1 问题 的 理解 与 描述 
1) 流 网 络 
一 个 流 网 络 G =<V,E > 是 一 个 有 向 图 ， 其 中 每 一 条 边 (u,v)e EE 都 是 非 负 的 c(w,v) 宇 0。 
若 (u,v) gE， 我 们 假定 c(u,v)=0。 即 
人 uveV, Hluv)eE 
(u,v) = 

















0 u,veV, HB(u,v)¢ 
我 们 在 网 络 中 标识 两 个 顶点 : 一 个 称 为 源 点 ， 记 为 s， 区 记 为 +。 假定 每 
一 个 顶点 都 位 于 从 源 点 到 汇 点 之 间 的 某 条 路 径 上 ， 如 图 OE. 











17 
gn dre -个 流 
eg 图 7.11 流 网 络 

其 中 ， .国有 G- (7,E), 源 虑 为 s 江 点 为 1。 每 条 边 都 标注 其 容量 ; 图 7.11(b) 
为 G 中 的 一 ， 其 值 |f|=19。 图 中 只 显示 正 的 流 ， 若 f(u,v) >0， 边 (u,v) 标示 为 
flusv)/clusv)”。 车 f(u,v) 三 0， 边 (u,v) 仅 标示 为 其 容量 。 

2) 流 

设 G=<V,E> 是 一 个 网 络 ， 其 容量 函数 为 c。 设 s 为 该 网 络 的 源 点 ，1 是 汇 点 。G 中 的 
一 个 流 是 一 个 实数 值 函数 :VxV  R， 它 满足 如 下 3 条 性 质 : 

名 容量 约束 : 对 所 有 的 (u,v)eV， 要 求 f (u,v) 二 c(u,v) 。 

@ 斜 对 称 性 : 对 所 有 的 (u,v)eV， 要 求 f(u,v)=--f (vu)。 

图 流 守恒 性 : 对 所 有 的 we 太一, 他， 要 求 了 fw)=0。 

函数 f(u,v) 可 以 是 正 的 、 零 或 负 的 ， 称 为 是 从 项 页 点 到 顶点 v 的 流 。 一 个 流 了 的 值 定 
义 为 |/|= 可 f(s,v) ， 其 是 流出 源 点 的 总 的 流 (此 处 || 表 示 流 的 值 ， 并 非 绝对 值 或 势 )， 如 


图 7.11 所 示 。 
对 于 任何 流 网 络 G ， 必 存在 流 f 。 例 如 ， 对 所 有 的 (u,v)eVxV, 令 f(u,v)=0， 这 一 
函数 满足 流 的 所 有 3 个 性 质 ， 所 以 它 是 G 的 一 个 流 。 我 们 把 这 一 特殊 的 流 记 为 fh 。 显 然 ， 














名 和 斜 杠 仅 用 来 分 隔 流 与 容量 ， 并 不 表示 除法 。 


er 


Care ame 
GO 
| 由 =0。 

3) 最 大 流 问题 

在 最 大 流 问 题 中 ， 已 知 一 个 网 络 G 及 其 源 点 s 和 汇 点 t， 希望 找到 具有 最 大 值 的 流 。 形 
式 化 为 

@ 输入 : 网 络 G=<V,E>， 其 中 源 点 为 s 和 汇 点 为 1:， 定 义 在 VxV 上 的 容量 c 。 

@ 输出 : 定义 在 VxV 上 的 流 / :VxV 歼 R， 使 得 |f|= f(s,v) 最 大 。 

YE 了 

4) 剩余 网 络 

在 解决 最 大 流 问 题 的 方法 中 ， 有 一 个 很 重要 的 概念 一 一 剩余 网 络 。 直 观 地 看 ， 对 给 定 
的 网 络 及 一 个 流 ， 其 剩余 网 络 由 可 以 接受 更 多 流 的 边 组 成 。 更 形式 化 地 说 ， 假 定 有 一 个 网 
络 G=< 太 已 > 的 源 点 为 *， 汇 点 为 1。 设 太 为 G 中 的 一 个 流 ， 考 虑 一 对 顶点 ve 大 。 不 超 
过 容量 c(u,v) ， 从 4 到 v 可 以 添加 的 流量 是 (wv) 的 剩余 容量 ， CR， 

Cj(u,v)=c(u,v) x flu, 人 

例如 ， 车 c(u,v)=16 且 (wu,v)=11， 则 可 以 在 开 wy nen 增加 
cj(u,v)= 5 个 单位 。 当 流 f(u,v) 为 负 时 ， 剩余 容 ; 将 大 于 容量 c(wu,v) 。 例 如 ， 若 
cluy)=16， 且 /luv)=-4， 则 剩余 容量 cj (usY Nk. 

也 就 是 说 ， 剩 余 网 络 的 每 一 条 边 ， 也 余 边 ， 可 容纳 一 个 大 于 0 的 流 。 图 7.12(a) 
重复 了 图 7.11(b) 的 网 络 G 和 流 卫 ， 和 注意 :剩余 网 
络 自身 是 容量 为 cy 的 沪 网 络 5 




















(6) 沿路 垂 ?增加 4 个 剩余 容量 网 络 G 和 流 / (dd) 对 应 左 图 的 剩余 网 结局 


图 7.12 剩余 网 络 
其 中 ， 图 7.12(b) 剩 余 网 络 Gr 中 带 有 阴影 的 是 增 广 路 径 p ; 其 剩余 容量 为 
cj(p)=c(w,%)=4。 给 定 一 个 流 网 络 G=<V,E >， 和 一 个 流 / ，G 的 根据 /的 剩余 网 络 


$B 
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记 为 Cr =<V,E; >， 其 中 ，Ej ={(u,v)eVxV:c (u,v)>0}。 

5) 增 广 路 径 

我 们 先 讨 论 流 网 络 中 两 个 流 的 和 ,已 知 流 网 络 G=<V,E>, 设 和 所 为 从 VxV 到 RR 的 
流 函 数 。 定 义 VxV 到 RR 函数 f+ 所: 

(fi+f)(uv)= fi(uv)+ (uv)( 对 任意 的 u,veV ) 

车 (fi+ 太 ) 满 足 容量 约束 性 ， 即 对 所 有 的 u,veV， 有 (fi+ 矿 )(u,v) 三 c(u,v)， 不 难得 
知 ，( 矿 + 万 ) 是 流 网 络 G 的 一 个 流 。 这 是 因为 (f+ 太 ) 除 了 满足 容量 约束 性 外 ， 对 所 有 的 
uveV ， 有 eo ts tp 即 
(fi+ 矿 ) 满足 流 的 斜 对 称 性 。 此 外 ， 对 所 有 的 weV-{s,t} ， 有 (f+ 


Pe) LD) D+ TA)=0+0=0, 5 ; ) 满 足 流 的 守恒 性 质 。 


给 定 网 络 G=<V.E> 及 一 个 流 7， a GG 的 一 条 从 s 到 1 的 简 
单 路 径 。 根 据 剩余 网 络 的 定义 ， 增 广 路 径 上 的 每 一 条 ; 接纳 一 些 从 4 到 v 的 附加 正 
流 而 不 会 违背 该 边 上 的 容量 限制 。 

图 7.12(b) 中 带 有 阴影 的 路 径 就 是 一 RNR ,rh 
可 以 对 此 路 径 上 的 每 一 条 边 增加 4 个 单位 违背 容量 限制 ， 这 是 因为 此 路 径 上 的 最 
小 剩余 容量 为 c (wm)=4。 i 径 i pp 的 科 


余 容量 ， 定 义 如 下 : 
Ny {er (uv): cy 
没 风 络 6-<V.8> /有 引 第 的 一 个， Mg 的 一 条 增 广 路 径 。 定 义 函数 








四 
1 




















EV 为 
nt 
< 全 (uv) 在 p 
NX f, (uv)= BR :二 (wu) 在 p 上 
0 其 他 


则 可 以 验证 了 ,是 Gj 中 的 一 个 值 为 |j,|=cj(p)>0 的 流 。 

首先 , 对 于 p 上 的 每 一 条 边 (u,v) 由 f, (uw v)=c(p)=min{e (wv): (uv) 在 p 上 } 知 ， 对 
pP 上 的 每 一 条 边 (wv) ， 有 (uv) 二 cj(wv)， 而 对 Gj 中 的 所 有 其 他 边 (u,v)， 
(wv)=0 志 cj (u,v)。 即 满足 流 的 容量 约束 性 。 

其 次 ， 对 于 所 有 p 上 的 每 一 条 边 (u,v) ,根据 上 式 知 ，/, (u,v)= 一 f, (vu)， 而 对 Gj 中 
的 所 有 其 他 边 (w,v)，_f, (u,v)=0= 一 f, (vu)。 即 /满足 流 的 斜 对 称 性 。 

最 后 ， 对 所 有 的 ueV-{s, 人 、veV， 若 (u,v) 在 p 上， 则 可 能 有 3 种 情形 : 

其 一 ，v=s， 此 时 f,(uv)=-f, (vu)=-f, (su)=-c (p):; 

加 其 二 ,vzs 且 v#t， 此 时 ， 帮 (rv) 和 j, (wr) 都 出 现在 和 式 饭 了 (oY) 中， 根据 射 
对 称 性 相互 抵消 ; 

图 其 三 ，v=t， 此 时 f, (u,v)=f, (ut)=cj(p)， 它 与 第 一 种 情形 相 加 亦 相 互 抵消 。 














CQ 图 的 搜索 算法 二 
6 ee 


对 (u,v) 和 (vu) 均 不 在 p 上 的 情形 ，J, (u,v)=0。 总 之 , 对 所 有 的 ueV 一 {s,t},veV， 
2f, (wv)=0。 说 明了 是 Gj 的 一 个 流 。 而 |f,|=ey (p) 是 因为 增 广 路 上 所 有 边 的 流量 都 是 
cr(D)。 

定义 函数 :VxVR， 其 中 "=f+f,。 则 了 /为 G 中 值 为 |f4=|/|+|4,|>|/| 的 一 个 
流 。 这 是 因为 根据 cr (u,v) 的 定义 , 对 所 有 的 u,veV ， f,(uv) Ec (u,v)=e(u,v)—f (u,v) 
所 以 有 








f'(uwv)=(f+, )(u, v) 
=f (u,v)+f, (u,v) 
Sf (uv)+(c(u,v) RR 
=c(u,v) 
这 说 明 "=f+/, 是 G 的 一 个 流 。 由 于 |f1= A a 而 | 媚 |=cr(P)>0， 
所 以 | 站 >|/|。 
此 性 质 说 明 ， Pe adi i 余 网 络 中 的 增 广 路 径 使 流 网 络 G 的 流 
增值 ， 并 且 有 如 下 结 A 
定理 7.5 i 个 最 大 流 ， 其 5 关 7 的 和 人 中 不 存在 增 广 路 径 。 
这 是 因为 ， 若 还 有 -一条 增 广 路 害 方 ， 根 据 /, (4 中 的 定义 ， 刀 是 Gy 的 一 个 流 。 所 以 流 
和 /+ 万 是 G 中 一 一 个 其 值 严格 天 于 加 的 流 。 5 大 流 矛 盾 。 
6) 流 网 络 的 割 一 
流 网 络 G=< 历 > 的 一 个 割 (5， 7) 是 你 的 放 i F-S， 且 seS 及 ie7 的 
一 个 划分 。 若 次 是 二 个 流 ， 则 跨越 (六 的 交流 定义 为 开 开 7 (wv) 。 制 (S.7) 的 容量 为 
> ce(wv)。 全 个 网 络 的 最 小 删 是 该 网 络 的 容量 最 小 的 划 。 


ues veET 


图 7.13 展示 了 图 7.10b) 中 的 流 网 络 的 割 fs fw 二 跨越 该 割 的 净 流 为 
f+ wm) +f (wv,)=12+(-4)+11=19 ， 且 其 容量 为 c(V,w)+c(w,v)=12+ 
14=26。 











图 7.13 流 网 络 的 割 
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其 中 ，8={swm}， 而 了 ={fw,w 十 。3S 中 的 顶点 是 黑色 的 ， 了 中 的 顶点 是 白色 的 。 
跨越 (S,7) 的 净 流 是 f(5,T)=19， 其 容量 为 c(5,7)=26 。 

设 了 流 网 络 G 中 的 一 个 流 , 源 点 为 * 汇 点 为 !。 设 (3,7) 为 G 的 一 个 割 , 则 跨越 (5,7) 的 
交流》 > f (u,v)=|/|。 这 是 因为 























2 (7) = 2 fur) (根据 割 的 定义 ) 
-2 f(y) -72 (ur) (和 式 性 质 ) 
=22/ (er) (根据 流 的 斜 对 称 性 ) 
-3 sv)+ 2 Df luv) (和 式 性 质 ) 

-23 (根据 沈 的 守恒 性 质 ) 


=|| bie) 
引 理 7.6 流 网 络 G 中 的 任 一 个 流 /， 以 G 的 一 制 的 容量 为 上 界 
这 是 因为 根据 流 的 定义 ， 有 |/|= 2 如 c(t) 。 等 号 在 流 /的 全 | 最 


ues veT™s 


大 且 割 (S,7) ) 的 容量 2 .27e( uy) 最 小 时 


wes veT 


定理 7.7 设 流 网 络 G es 部 福 增 广 路 和， 则 G 的 一 个 最 大 流 。 

由 于 Gj 中 没有 增 广 路 径 , DS 有 人 /人 定义 S={veyV:G, 中 存在 
从 s 到 的 路 径 } 及 了 = 大 -3 路 径 > 划分 (S.7) 是 一 个 制 * 全， 而 ze S， 这 是 因为 在 G 
中 没有 从 s 到 1 的 路 径 。 一 对 满足 weS 且 y c(u,v)， 这 是 因 
为 车 否 ，(u， gtr l= 之 7 (u,v) =2 2 (0Y). 根据 引 
理 7.7 知 ，/ 是 G 的 一 个 最 大 流 


7.5.1.2 算法 的 伪 代 码 描述 
定理 7.5 和 定理 7.7 实际 上 告诉 我 们 流 网 络 G 的 一 个 流 了 是 其 一 个 最 大 流 当 且 仅 当 G 
关于 了 的 剩余 网 络 场 中 不 存在 增 广 路 径 。 这 就 引出 了 一 个 计算 流 网 络 最 大 流 的 算法 ， 从 
流 甩 开始 ， 通 过 一 系列 的 迭代 ， 每 次 迭代 寻求 一 条 增 广 路 径 p ， 并 对 p 上 每 条 边 的 流 加 
上 剩余 容量 cy (p) 得 到 新 的 更 大 的 流 /， 计 算 流 网 络 关于 / 的 剩余 网 络 G,， 直 至 Gy 中 不 
存在 增 广 路 径 为 止 。 因 此 ， 解 决 最 大 流 问题 的 算法 DMONDSKARP(G, s, 4 c) 的 伪 代 码 描 
述 如 下 : 
EDMONDS-KARP(G, s, t, c){; 
Ee to 
Cit ec; 
Gr 6G; 
(rd) ¢ BFS (Gr, s); 
while d[t]A*%~; 




















Os 7 章 “图 的 扫 索 和 法 
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也 由 x 决定 的 从 s 到 的 路 径 ; 
cpt-min{cs(u,vV): (u,v) 在 p 中 }; 
for(p 中 的 每 条 (u,v)) {; 
FE[uv] © flu,vl+tcp; 
flvu] © -flu,v]; 
cr[urv] © ce[u,v]-cp; 
ce[v ul 人 cr[uV]+cp7 





} 
Gee- 由 cr 决定 的 有 向 图 ; 
(rd) BFS(G., s); 

} 


return f 论 
> 


其 中 , 广度 优先 搜索 算法 BFS 对 Gj 计 算 以 s 为 源 顶 点 优先 树 x 和 s 到 图 中 各 项 
点 的 最 短 距离 4 ，while 循环 反复 寻求 Gy 中 的 一 条 增 广 路 径 p ,通过 for 循环 对 增 广 路 径 p 
上 每 一 边 计算 剩余 流 ，cj 表示 剩余 容量 ， 剩 余 ee 
图 7.14 展示 了 DMONDS-KARP 7 Rs 寺 果 。 


地 如 1 


















7.14 基本 Ford-Fulkerson 算法 的 执行 





名 BFS(Gr,s) 返 回 的 数组 4 记录 了 Gr 中 从 s 到 各 顶点 的 最 短 距离 ，d[d] “蕴含 着 Gr 中 存在 增 广 路 径 。 


0 全 





图 7.14 基本 Ford-Fulkerson CS ) 


其 中 , 图 7.14(a)~(d) 是 while 人 FS 训 历 的 左边 展示 的 是 第 4 行 确定 的 
剩余 网 络 G, ， 带 隐形 的 路 程 为 其 增 广 路 径 人 的 结 
果 。 图 7.14(a) 中 的 剩余 网 络 就 是 输入 网 络 6 下 13(Owhile 循环 最 后 检测 的 剩余 网 络 。 

其 中 已 无 增 广 路 径 了 ， 所 以 ， nh 二 中 的 流 了 就 是 最 大 流 ， 

7.5.1.3 算法 时 间 复杂 度 ， ,> 

算法 EDMONDS- ee. His mi 行 的 while 循环 的 重复 次 
数 。 若 在 剩余 网 络 G/ OT 的 剩余 容量 ， 即 若 
clusv]=e,» Re ee 的 。 在 沿 着 一 条 增 广 路 径 增加 流 之 后 ， 
上 全、 都 从 剩余 网 络 中 消失 % 此 外 ， 在 任 一 条 增 广 路 径 上 ， 至 少 有 一 条 临 
界 边 。 为 此 首先 说 明 如 下 的 引 理 。 

引 理 7.8 对 任意 veV 一 {s,t} ,其 在 剩余 网 络 中 的 最 短路 径 4, [v] 随 流 的 增 广 而 单调 增加 。 

定理 7.9 若 EDMONDS-KARP 算法 运行 于 一 个 流 网 络 G=(V,E) 上 ， 则 其 时 间 复 杂 度 
为 O(VE’)。 

这 是 因为 while 循环 的 O(VE) 重 复 的 每 一 次 执行 时 ,for 循环 耗 时 为 O(V) ,调用 BFS 
耗 时 O(V+E)。 由 于 所 有 项 点 从 s 都 是 可 达 的 ,所 以 |8| 关 |v|-1, 故 每 次 重复 耗 时 O(E) 。 
这 样 , 我 们 就 得 到 算法 的 运行 时 为 O(VE?) 。 EDMONDS-KARP 算法 还 有 一 个 很 有 趣 的 
性 质 : 若 流 网 络 G 中 的 容量 均 取 整 数值 。 则 G 最 大 流 的 值 也 是 整数 。 这 个 特性 称 为 完 
备 性 ”。 
























































@ 完备 性 的 正确 性 可 以 通过 对 如 下 事实 的 观察 得 到 : EDMONDS-KARP 算法 是 从 hh 开始， 反复 增 广 最 终 
得 到 流 网 络 G 的 最 大 流 f。 每 次 增 广 得 到 的 剩余 网 络 中 的 容量 都 是 整数 值 的 增 减 。 增 加 的 流量 也 是 
整数 值 。 


sse 
7.5.2 程序 实现 


EDMONDS-KARP 算法 有 4 个 参数 ， 流 网 络 G=(V,E)、 源 顶点 s、 汇 顶点 + 和 定义 在 
VxV 上 的 容量 函数 c。 设 G 中 及 n 个 顶点 ， 且 顶点 集 信 表示 为 {0,1,2…,n 一 二 ， 则 c 可 表 
示 为 一 个 nxn 的 矩阵 ， 且 G 可 由 矩阵 c 所 确定 。 因 此 ， 程 序 过 程 可 以 只 设置 3 个 参数 : 表 
示 流 网 络 的 容量 函数 的 矩阵 ce， 源 顶点 s 和 汇 顶 点 1。 其 中 c 的 元 素 类 型 为 浮 点 型 ， 其 中 s 
和 + 为 整 型 。 

需要 在 程序 过 程 中 设置 一 个 表示 当前 增 广 流 的 浮 点 型 矩阵 f/， 浮 点 型 剩余 容量 的 矩阵 
cj， 增 广 路 径 上 的 最 小 剩余 容量 c, (显然 应 当 是 浮 点 型 的 ) 以 及 剩余 网 络 G,。 此 外 ,还 需要 
设置 两 个 表示 流 网 络 中 顶点 的 整 型 变量 w 和 v。 2 

具体 的 代码 实现 如 下 : 7 必 
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ee 


其 中 ，while 循环 的 重复 条 件 (p.second)[< 了 MAX 全 从 d[ 四 关 c ， 也 等 价 于 从 源 顶 


点 s 到 汇 项 点 上 尚 有 增 广 路 径 。 
可 用 下 列 代码 来 测试 所 实现 MaxFlow 类 的 静 才 





Os 7 章 “图 的 搜索 算法 
O 一 
MaxFlow m; 


f= m.edmondsKarp(cl, 0, n-1); 
forl(int i = 0;i<n;i++){ 
value+ = £[0] [il]; 
cout<<value; 
} 
} 


首先 ,定义 了 有 具有 6 个 顶点 的 流 网 络 G 的 容量 矩阵 的 二 维 数 组 c, 其 顶点 fs,wywmyw ww 

对 应 {0,1,2,3,4,5} (如 图 7.12(a) 所 示 )。 调 用 类 MaxFlow 中 的 静态 方法 edmondsKarp, 将 计算 

所 得 的 流 网 络 G 的 最 大 流 和 矩阵 返回 给 二 维 数 组 对 象 f。 最 后 的 for 循环 将 

[0][](i=0,1,2,…,n 一 1) 累 加 到 value 中 ， 输 出 最 大 流 /的 值 和 程序 输 : 
/ 


忆 
7.6 ACM 经 典 放 
X 


XX NN 
7.6.1 ls ItA Tree?( 难 度 ， 交 交友 六 六 )。 人 疝 
2 
1， 题目 描述 ,XS i 
二 p 
是 一 种 众所周知 的 数据 结 凡 并 么 是 条 ， 么 和 个 或 多 个 结 点 通过 有 向 边 相 下 
连接 的 集合 ， rt wT 


























结果 为 23.0。 


(1) 只 有 一 个 根 结 点 分 即 没有 边 指向 它 ; 
(2) 根 之 外 的 每 个 结 点 都 有 且 只 有 一条 边 指向 它 ; 
(3) 从 根 到 每 个 结 点 存在 且 只 存在 一 条 路 径 ; 
(4) 现在 , /给 出 所 有 的 边 ， 问 给 定 的 图 是 不 是 一 棵 树 。 
输入 格式 
运行 程序 直到 输入 -1 为 止 。 每 一 组 数据 以 0 0 作为 结束 标志 。 每 次 输入 两 个 数 a、b， 
代表 有 一 条 从 a 指向 b 的 边 。 
输出 格式 
对 每 一 组 数据 输出 “Case k is a tree” 或 者 “Case k is not a tree”，k 表示 第 k 组 数据 。 
输入 样 例 
68 53 52 64 56 00 
81 73 62 89 75 74 78 76 00 
38 68 64 53 56 52 00 
二 
输出 样 例 
Case 1 is a tree. 
Case 2 is a tree. 
Case 3 is not a tree. 
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陡 Ra 


2. 题目 分 析 

这 是 并 查 集 的 应 用 ， 通 过 并 查 集 判 断 当 前 边 所 连接 的 两 个 点 的 集合 是 不 是 同一 个 。 如 
果 是 的 话 ， 那 么 就 说 明 图 中 存在 回路 ， 不 是 树 。 此 外 ， 还 需要 判断 森林 的 情况 ， 即 存在 多 
棵 树 。 


3， 问 题 实现 





Ce 图 的 搜索 算法 
©O | 


if(tree == 1)printf ("Case %d is a tree.\n", ca); 
else printf ("Case %d is not a tree.\n", ca); 
} 


ca ++7 











return 0; 

} 

本 题 时 间 复 杂 程 度 为 O(n”)。 
7.6.2 ”Stockbroker Grapevine( 难 度 : 友 丰 丰 交 六 ) 

1. 题目 描述 

股票 经 纪 人 要 在 一 群 人 中 散布 一 个 谣言 ， Podge 机 题目 给 出 了 
人 与 人 之 间 的 关系 及 传递 谣言 所 用 的 时 间 ， 要 求 程序 给 出 且 :人 可 以 在 最 短 
的 时 间 内 让 所 有 的 人 都 得 知 这 个 谣言 。 mm A 定 等 于 从 b 到 a 的 
时 间 。 

输入 格式 


输入 第 一 行为 n"， 代 表 总 人 数 ， 当 n= wi 接着 n 行 ,第 it1 行 的 第 一 个 是 
一 个 整数 1:， 表示 第 i 个 人 与 1 个 人 的 eae 每 对 的 第 一 个 数 是 j， 表 
示 i 与 要好， ne A 

输出 格式 

输出 是 两 个 整数 ， be a ee 
最 短 时 间 。 入 让 每 一 个 人 都 知 i 则 输出 “disjoint”。 
输入 样 例 该 > 

3 [ 

22035> 

pA 
222 
有 
3442853 
158 
4164102752 














310 
2. 题目 分 析 


首先 ， 用 Floyd 最 短路 径 算法 求 出 任意 两 个 人 之 间 的 传播 时 间 ， 然 后 我 们 可 以 通过 枚 
举 每 个 人 作为 起 点 时 的 最 大 值 里 取 一 个 最 小 值 ， 即 为 答案 。 
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RE 


3， 问题 实 现 





So 图 的 搜索 算法 
©O | 


if(ans == INF)printf ("disjoint\n"); // 若 ans = INF 则 说 明 没有 可 行 解 
else printf ("%d %d\n", start, ans); 

} 

return 0; 


本 题 时 间 复 杂 程度 为 0(1)。 
7.6.3 APlug for UNIX( 难 度 : 次 克 交 六 六) 
1. 题目 描述 


你 负责 为 联合 国 互联 网 管理 委员 会 (UNIX) 的 首次 会 议 准备 新 闻 发 布 室 ，UNIX 有 个 
际 性 任务 ， 就 是 使 互联 网 上 累 次 的 信息 和 想法 尽 可 能 畅通 无 阻 。 新 闻 发 布 会 要 接待 来 
自 世 界 各 地 的 记者 ， 所 以 在 建造 发 布 室 时 ， a 满足 当时 各 个 国家 电器 
不 同形 状 和 电 插 头 。 

人 只 能 插 一 种 以 及 一 个 电器 (或 

配 















































者 适配器 )。 现在 有 m 个 电器 ， 每 个 电器 有 一 ee 种 插座 上 , 但 不 是 所 有 
电器 都 能 在 会 议 室 找到 相应 插座 。 现 在 也 崩 民 ， 每 种 适配器 可 以 有 无 限 多 个 。 每 
Wom Me Rn eR MRA 

输入 格式 

首先 输入 一 个 A(1<n<100 六 恬 示 插座 数量 。 2 所 征 ， 全 和 输入 一个 字符 表示 
nn 个 名 称 。 Ee 个 电器 ， 然 后 m 行 ， 每 行 有 两 
个 字符 串 ， 第 一 个 表示 电器 名 称 ， 第 二 个 对 器 的 插头 名 称 。 再 输入 一 个 整 
KA1<k<100), Pe 下 YS 和 两 个 字符 吕 a、b， 表 示 能 将 b 类 插座 
转变 为 a 类 字符 串 长 度 都 不 

输出 格式 , 

输出 一 个 正 整 数 ， 表 示 最 少 无 法 使 用 的 电器 个 数 。 

输入 样 例 
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se ae 


BX 
XA 
XD 

输出 样 例 
1 


2. 题目 分 析 
最 大 流 关键 在 于 建 图 ， 构 造 一 个 源 点 和 汇 点 ， 先 读 入 插座 ， 然 后 将 这 些 点 连 到 汇 点 ， 
然后 由 源 点 连 边 到 所 有 电器 ， 容 量 为 1。 


转换 器 能 将 0 插口 转换 成 a 插口 ， 那 么 就 建 一 条 边 ，a 连 到 5， 容量 为 INF。 另 外 ， 如 
果 点 不 存在 ， 那 么 需要 加 点 。 然 后 走 一 遍 最 大 流 就 可 以 了 。 


3， 问 题 实现 /人 








第 7 章 图 的 搜索 算法 
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其 中 ，cur[ ] 表 示 邻 接 表 表 头 head[ ] 的 蔡 身 ， 通 过 不 断 更 新 ， 并 配合 条 件 edge[i].c>0， 
寻找 最 近 的 允许 边 ， 语句 aug = min(aug, edge[e].c) 是 为 了 能 使 x= + 这 一 条 件 满足 时 直接 进 


@y 
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行 增 广 ，aug 取 所 有 允许 边 中 的 最 小 值 。 同 时 ， 体 现 了 cur[z] 不 断 维护 的 优点 ， 可 以 立刻 再 
次 沿 增 广 路 增 广 ， 若 已 完成 增 广 ， 会 跳 过 不 允许 边 继续 操作 ;语句 “cur[x] = e /GD)” 为 了 
在 在 邻接 表 中 顺序 靠 前 的 : 包括 当前 结 点 若 存在 层次 较 高 (与 父 结 点 层次 相同 ) 的 兄弟 结 点 ， 
或 边 权 为 零 (未 增 广 的 反 向 边 ， 已 增 广 的 正 向 边 )， 做 此 操作 ， 等 价 于 忽略 其 之 前 的 兄弟 结 
点 ; 语句 “cur[u] = e;//(2)” 为 了 与 cur[u] = 对 应 ， 更 新 cur[u] 的 值 ， 使 邻接 表 能 够 从 最 近 
的 允许 边 开始 遍历 ， 语 句 add_edge(i+2, 1, 1) 中 有 寺 2 是 因为 我 们 一 开始 设 源 点 为 0， 汇 点 
为 1， 所 以 ， 所 有 点 编号 都 +2， 输 入 为 插座 ， 连 接 该 点 与 汇 点 。 
本 问题 的 时 间 复杂 程度 为 O0D)。 














7.7 小 结 

从 
本 章 讨论 了 图 的 基本 搜索 算法 : 广度 优先 搜索 (BFS) 和 深度 优先 搜索 (DFS)， 及 其 初等 
应 用 ， 包 括 拓扑 排序 、 图 的 连通 性 研究 及 流 网 络 等 。 A 智能 计算 中 知识 搜索 算法 的 


基础 。 利 用 了 两 个 基本 数据 结构 : 队列 和 栈 来 控制 中 顶点 访问 的 顺序 。BFS 使 
队列 来 实现 广度 优先 访问 顺序 ， 而 DFS 用 栈 来 控制 深度 优先 访问 顺序 。 在 C 语言 中 ,需要 
自行 开发 这 两 种 数据 结构 , 而 在 C++ 中 , 这 两 企 结构 分 别 由 STL 和 Collection Framework 


提供 。 \S 
lint, a Ch RN. A 
问题 ) 进 行 了 解析 ， 以 期 提高 大 家 对 | 搜索 算法 的 掌握 和 3] 
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,Yk A 

,AN— 7.8 习题 

< ,> 
nealeeioieh 度 : # 志 交 妆 ) 、 

有 一 些 花 瓶 ， 它 们 有 各 自 的 形状 和 颜色 ， 现 在 要 选择 其 中 的 一 些 花 瓶 。 假 设 你 选 出 的 
花瓶 共有 上 种 颜色 ， 那 么 ， 被 挑选 出 来 的 花瓶 的 每 一 种 形状 都 应 该 包含 上 种 颜色 。 问 能 选 
出 的 花瓶 的 最 大 数量 是 多 少 。 

输入 格式 

首先 输入 测试 组 数 。 每 一 组 数据 首先 输入 一 个 n»， 表 示 花 瓶 的 数量 ， 然 后 n 行 每 行 两 
个 数字 分 别 是 每 一 个 花瓶 的 形状 和 颜色 。 

输出 格式 

最 多 的 被 选 出 的 花瓶 数 量 。 

输入 样 例 

2 


| 

11 13 
235 
1736 
条 
23 13 
名 





23 15 
15 23 
输出 样 例 
2 
1 


2. Channel Allocation( 难 度 : 交友 克 交 妆 ) 


现 假设 有 N 个 站 点 ， 有 些 站 点 是 相 邻 的 站 点 ， 所 有 站 点 都 在 同一 个 平面 上 且 连 接 相 邻 
两 点 的 线段 都 不 相交 ， 现 要 给 每 个 站 点 一 个 频段 使 得 相 邻 两 个 站 都 不 在 同一 个 频段 上 ， 问 
最 少 需要 几 个 频段 。 

输入 格式 

第 一 行 输入 一 个 整数 n 表示 有 n 个 站 点 。 之 后 每 行 代表 一 个 站 点 ,用 4，B，C，D… 
SW SE A Sh 
邻 。 以 n 为 0 时 结束 。 FR 

XN 


























输出 格式 < 
输出 最 少 的 频段 数 ， 以 “X channels needed.” 克基 人 由， 如 果冻 为 1 时 要 用 单数 
形式 。 xs 


输入 样 例 -~ 


A:BCD 
B:ACD 
C:ABD 
D:ABC 
0 
输出 样 例 
1 channel needed. 
3 channels needed. 
4 channels needed. 


3.Alien Security( 难 度 : 友 友 友 交 六 ) 


假设 有 n 个 房间 ， 房 间 之 间 由 单 向 边 相 连 ， 其 中 有 一 个 房间 里 有 个 ET， 先 要 找 出 一 个 
房间 ， 使 得 所 有 要 从 0 号 房间 到 达 ET 所 在 房间 的 人 都 必须 经 过 这 个 房间 ， 且 这 个 房间 与 
ET 房间 的 距离 最 近 。 


@y 





So 图 的 搜索 算法 
GO - 
输入 格式 


第 一 行 输入 两 个 整数 n 和 1， 表示 有 n 个 房间 、ET 在 房间 1。 之 后 每 行 两 个 整数 a,b 表 
示 可 以 从 房间 a 到 达 房 间 b。 
输出 格式 
输出 房间 号 ， 以 Put guards in room X. 的 形式 输出 。 
输入 样 例 
94 
02 
23 
34 - 
5 , 松 
54 局 
36 A 
65 AN 
67 ,AN 
68 帮 "RS 
47 NN 





人 Xx、 2 

17 ,YY 区 约 

70 让 Wt 
输出 样 例 。 人 一 于 

Put guardsinyoom 3 了 SS 


4 sorting Slides( 度 : ee 2、 


给 出 一 些 矩 形 的 坐标 和 一 些 点 的 坐标 ， 若 点 在 矩形 内 ， 则 该 点 和 该 矩形 匹配 ， 问 是 否 
存在 某 个 匹配 在 所 有 的 完美 匹配 中 ? 可 以 先 任意 找 出 一 个 完美 匹配 ， 然 后 依次 删除 该 匹配 
的 每 一 条 边 ， 若 仍 能 构成 完美 匹配 ， 则 这 个 匹配 不 唯一 ， 若 不 能 构成 完美 匹配 ， 则 该 匹配 
唯一 。 

输入 格式 

第 一 行 输入 一 个 整数 n， 表 示 有 n 个 矩形 和 点 。 之 后 n 行 ， 每 行 四 个 值 分 别 表示 一 个 
和 矩形 的 左下 角 和 右上 角 的 坐标 x、xy、y1、y2。 之 后 n 行 ， 每 行 两 个 值 表示 点 的 华 标 x、y。 

输出 格式 

输出 所 有 的 唯一 匹配 

输入 样 例 

4 
6221020 
418616 














Ea 
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820218 
102448 
915 
1917 
117 
2111 
过 
0202 
0202 
i 
11 产 
多 出 衬 全 Ce 
| f/f 
AN 
Heap 1 8 NA 
(A DB, DC, DD, aN 
XS 
-XA 
rg 


none NB 
NA a 
5，Supermarket( 难 度 : 让 太太 六 ) Sn 
Jone 有 一 张 购物 单 hl 入 N 太 100000) 个 要 买 的 物品 , 是 按照 购物 单 上 物品 
的 顺序 购物 ， 由 于 超市 拥挤 ， 他 不 愿意 来 回 走 “所 以 他 无 回头 地 走 过 M(1< M 入 100) 个 通 
道 ， 问 你 能 否 买 齐 单子 上 的 物品 ， 若 能 则 小 的 费用 是 多 少 。 现 在 按 先后 顺序 告诉 你 ， 你 
要 买 的 物品 XX (1 所 XW, 夺 100000 ) 和 每 个 通道 上 有 的 物品 外 1X 志 100000 ) 和 价格 
K(1< K <100000), WW 
输入 格式 
第 一 行 输入 一 个 N 和 M 表示 需要 买 的 物品 数 和 通道 的 个 数 。 第 二 行 输入 N 个 物品 的 
编号 。 第 三 行 输入 M 个 通道 中 的 物品 编号 和 价格 。 
输出 格式 
如 果 不 存在 ， 则 输出 Impossible， 如 果 存 在 则 输出 最 小 的 解 (保留 2 位 小 数 )。 
输入 样 例 
48 
11220 
20.29 
10.30 
20 0.15 
1 1.00 
5 0.05 
2 10.00 





Heap 2 
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20 20.00 
20 10.00 

输出 样 例 
21.30 


6，Kking( 难 度 : 友 妈 友 冯 六) 


有 一 个 王子 ， 他 有 点 弱智 ， 只 懂得 计算 连续 的 一 串 整数 的 和 与 比较 两 个 数 的 大 小 ; 问 
是 否 存在 一 组 对 个 数 (al, az, a3, … , ay)， 使 得 对 于 M 个 不 等 式 的 解 都 存在 ， 不 等 式 的 形式 为 

a[f]+allitl]+ … +al 中 <ki 或 者 a[llit allitl]+ … +alri] > ki。 

输入 格式 和 

第 一 行 输入 一 个 n 和 MM， 人 n=0 停止 输入 )。 接 
着 M 行 每 行 输入 : 正 整 数 1， 正 整数 ri， 字 符 串 oi， 正 整数 ， 天 表示 在 4 数组 中 第 
下 个 元 素 ， 产 表示 个 数 ，oi 表示 大 小 关系 ， 帮 表示 值 ， A 描述 中 的 不 等 式 。 

车 oi= “ge”， an 7"， 则 表示 该 不 等 式 为 小 于 
关系 。 xs 
输出 格式 -AX 
存在 输出 lamentable kingdom 下 
否则 输出 successful conspiracy 、 




















输入 样 例 i , 效 

15 4 x 
&t0 pk 

22lt2 _ ~— .KK 
2 Re- > 
10 / < 
1oko> | 

输出 样 例 


lamentable kingdom 
successful conspiracy 


7.， 营救 天 使 (难度 : 次 交友 妆 交 ) 

天 使 (a) 被 困 于 迷宫 (一 个 N*M 的 矩阵 )， 它 的 朋友 (D 去 救 她 ， 在 迷宫 中 会 有 守卫 (x)。r 
每 走 一 步 耗费 一 个 单位 的 时 间 ， 如 果 路 途 遇 上 x, 杀 死 x 则 需要 一 个 单位 的 时 间 , r 只 可 以 朝 
上 下 左右 四 个 方向 走 , 求 + 找 到 a 的 最 短 时 间 。 如 果 找 不 到 就 输出 “Poor ANGEL has to stay 
in the prison all his life.” 

输入 格式 

第 一 行 输入 两 个 整数 V 和 M( 均 为 不 大 于 200 的 正 整数 )。 然 后 是 N 行 ,每 行 有 M 个 字 
符 。 字 符 仅 由 “#”、“.”“a”“r” 和 “x” 组 成 ， 其 中 “.” 代 表 路 ,，“a” 代 表 天 使 ,，“r” 


代表 天 使 的 每 一 个 朋友 。 
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输出 格式 
对 每 一 组 数据 输出 一 个 整数 代表 天 使 的 朋友 能 救出 天 使 的 最 小 时 间 ， 如 果 找 不 到 就 输 
出 “Poor ANGEL has to stay in the prison all his life. ”。 











输入 样 例 
区 
#.#H###. 
#.a#,.f. 
#..#X... 
#..#.# 
#...#.. 
ee _ 
输出 样 例 < 
13 忆 
8， 探 险 者 的 骨头 (难度 : 交 太 友 交 六) AT 
有 一 只 狗 要 吃 骨头 ， 结 果 进 入 了 一 个 迷宫 陷阱 ; 迷宫 里 每 走 过 一 个 地 板 费 时 一 秒 ， 该 
地 板 就 会 在 下 一 秒 塌陷 ， 所 以 你 不 能 在 该 逗留 。 迷 宫 里面 有 一 个 门 ， 只 能 在 特定 的 
某 一 秒 才 能 打开 ， 让 狗 逃 出 去 。 SN 迷宫 的 大 小 和 门 打开 的 时 间 ， 问 狗 可 不 可 以 
逃 出 去 ， 可 以 就 输出 YES， 全 
输入 格式 
每 组 第 一 行 输 入 两 人 可观 交 Mg wi 表示 迷宫 的 大 小 ) 和 T( 小 于 
50 的 正 整数 ， 表 示 门 打开 的 时 间 )。 然 后 是 N 了 有 M 个 字符 。 字 符 仅 由 “S”、“.”、 


“X”、“D” 组 成 ， 其 中 “1” 代 表 空地 板 ， a 狗 开始 的 地 方 ，“X” 代表 墙 ，“D” 代 
表 门 所 在 位 、 栓 入 3 个 0 代表 答 入 结 训 
多 出 格式 
对 每 一 组 数据 如 果 狗 能 逃 出 去 则 输出 YES， 否 则 和 输出 NO。 
输入 样 例 
445 
S.X. 
.XX. 
.XD 


9. 


Co 图 的 搜索 算法 
GO 


重 梦 (难度 : 友 友 友 友 六) 


汤姆 在 有 一 炸弹 (定时 6 分钟) 迷宫 中 ，0 是 墙 ，!1 是 空地 ，2 是 起 点 ，3 是 终点 ，4 是 炸 
弹 重 置 点 (重新 定时 为 6)， 问 能 否 安全 到 达 终 点 ， 并 求 出 需要 的 最 小 时 间 。 











输入 格式 
第 一 行 输 入 一 个 整数 T 表 示 测 试 组 数 。 随 后 有 了 组 测试 数据 。 每 组 第 一 行 输入 两 个 整 


数 NN、 





M( 均 为 不 大 于 8 的 下 整数， 表示 迷宫 的 大 小 )。 然 后 是 入行 ， 每 行 有 M 个 整数 。 其 








中 ,“0” 代 表 墙 ， 不 能 走 ,“1” 代 表 空 地 ,“2” 代 表 汤姆 开始 的 地 方 ,“3” 代 表 迷 富 出 


位 置 ，“4” 代 表 炸 弹 重 置 点 ， 走 到 这 个 地 方 炸弹 重 置 为 6 分钟。 
输出 格式 
对 一 组 数据 如 电能 者 去 则 办 出 他 出 去 的 最 短 时间, 网 输 1， 
输入 样 例 人 
XN 


输 


10. 


在 





| y 

33 AR 

211 SS 

110 2 

113 KA 

48 SN 

on a 
2 2 

10000001 ~— pK 

11141T13 < NS 

sg Se 

12TNT14 

10001001 

14101101 

10000301 


Li LL 
出 样 例 


四 | 
13 
骑士 跳跃 (难度 : 交友 交友 六 ) 














际 象棋 棋盘 中 ， 现 在 给 出 2 个 位 置 I 和 开 ， 分 别 用 坐标 a~h 及 1 一 8 组 合 表示 ， 





现 问 你 从 位 置 I 到 位 置 工 ， 如 果 用 马 来 跳 ， 最 少 几 步 能 到 。 马 的 走 法 如 图 7.15 所 示 。 


$f 
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(2+1) 








(1+2) 





(newi.new/) 







































(1-2) 5 (+1,+2) 
(12,-1) 6 A 2,+1 
Fr | Goh 
NA 
8 





newi=itdi 


ee NANN (did) 


闫 
7: 的 走 法 

输入 格式 RS 

多 组 测试 数据 。 其 中 ， 每 和 输入 两 个 格子 的 内 标 。 六 

输出 格式 KX ,XX 

对 多数 扣 答 由 “To get from xx to es knight moves.”。 其 中 xx， yy 及 nn 
用 实际 数据 代替 。 -去 ”| 一 人 

输入 样 全 “一 > 
e2 PNG P 
al b27 

b2 c3 

al h8 

al h7 

hg al 

bl c3 

f6f6 
输出 样 例 

To get from e2 to e4 takes 2 knight moves. 

To get from al to b2 takes 4 knight moves. 

To get from b2 to c3 takes 2 knight moves. 

To get from al to hg8 takes 6 knight moves. 

To get from al to h7 takes 5 knight moves. 

To get from hg to al takes 6 knight moves. 

To get from bl to c3 takes 1 knight moves. 

To get from f6 to f6 takes 0 knight moves. 





密码 学 的 主要 目标 是 研究 通信 内 容 的 保密 性 ,/ 它 有 着 您 久 的 历史 。 在 古代 战争 中 ， 因 
为 战场 上 需要 保密 通信 ， 密 码 技术 就 被 用 于 传递 秘密 消息 。 古 罗马 的 恺 撤 大 帝 是 威 震 世界 
的 罗马 统帅 ， 他 为 了 避免 军令 落 入 敌人 手中 而 泄密 ， 发 明了 一 种 加 密 方法 与 其 将 军 们 进行 
联系 ， 叫 做 已 撤 密码 。 恺 撤 密码 的 思想 非常 简单 ， 传 递 信息 时 ， 它 将 消息 每 个 字母 顺序 推 
后 位 起 到 加 密 作用 。 例 如 ， 当 k=3 时， 字母 4 将 被 替换 成 D，8 变 成 ， 以 此 类 推 。 接 
受信 息 的 人 只 有 也 知道 这 个 偏 移 晤 从 时， 才能 还 原 成 原始 消息 。 

加 密实 际 上 是 用 某 种 变换 隐藏 消息 内 容 的 方法 各 被 加 密 的 消息 称 为 明文 ， 加 密 后 的 消 
息 称 为 密 文 ， 明 文 转换 成 密 文 的 过 程 称 为 加 密 疏 将 密 文 转换 成 明文 的 过 程 称 为 解密 。 

8.1 中 发 送 者 入 将 明文 消息 m 用 密 钥 大 加 密 成 密 文 <= E,(m) ， 然 后 他 将 密 文 c 发 送 
给 接收 者 B; ,接收 着 证 接收 到 密 文 后 ， 他 用 密 胃 解密 出 明文 m= E,(c) 。 


窒 明 者 M 








8.1 ”对 称 加密 过 程 


可 见 ， 传 统 的 加 密 体制 中 ， 发 送 者 的 加 密 密 钥 上 和 接收 者 的 解密 密 钥 上 是 相同 的 ， 因 
此 ， 它 又 被 称 为 对 称 密码 体制 。 由 于 对 称 密码 体制 中 要 求 发 送 者 和 接收 者 共用 一 个 密 钥 ， 
这 就 导致 了 以 下 问题 。 

如 何 将 密 钥 安全 地 分 配给 通信 双方 ， 使 得 只 有 通信 双方 知道 密 钥 ， 其 他 任何 窃听 者 均 不 
能 得 知 此 密 钥 ? 这 当然 可 以 通过 双方 见面 协商 密 钥 ， 或 者 通过 其 他 安全 信道 ， 比 如 打 电 话 来 
分 配 密 钥 。 然 而 ， 这 些 解决 方法 都 需要 额外 的 假设 ， 因 而 并 不 太 方便 ， 有 时 甚至 难以 实现 。 
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那么 有 没有 其 他 更 加 好 的 方法 来 分 配 密 钥 呢 ? 以 前 大 多 数 人 认为 实现 这 个 目标 是 不 可 
能 的 ! 既然 通信 双方 能 通过 交互 传送 一 些 信息 来 计算 出 密 钥 ， 那 么 拥有 强大 计算 能 力 的 窃 
听 者 为 什么 不 能 从 窃听 的 信息 计算 出 这 个 密 钥 呢 ? 

1976 年 ，Diffie 和 Hellman 发 表 了 New Directions in Cryptography， 提 出 了 Diffie- 
Hellman(DH) 密 钥 交 换 协议 ”"， 它 不 依赖 任何 安全 信道 就 能 使 通信 双方 协商 出 一 个 密 钥 ， 从 
而 解决 了 传统 对 称 密码 体制 的 密 钥 分 配 问 题 。DH 密 钥 交换 协议 的 发 明 是 密码 学 的 一 个 惊 
人 的 突破 ， 标 志 着 公 钥 密码 学 的 诞生 ! 

公 钥 密码 体制 与 传统 的 对 称 密 钥 体制 有 着 本 质 的 区 别 。 在 公 钥 密码 体制 中 ， 每 个 用 户 
拥有 两 个 密 钥 : 公 钥 和 私 钥 。 顾名思义 ， 私 钥 是 用 户 保密 的 ， 而 公 钥 则 是 公开 发 布 出 去 的 。 
用 公 钥 加 密 的 信息 只 能 用 相应 的 私 钥 来 解密 。 公 钥 密码 体制 又 称 为 非 对 称 密码 体制 ， 它 极 
大 地 扩展 了 密码 学 的 应 用 范围 。 

图 8.2 中 发 送 者 A 用 接收 者 B 的 公 钥 加 密 消 息 m 得 到 和 ww (m)， 然 后 他 将 c 传 
送 给 接收 者 B， 接收 者 B 接收 到 密 文 后 ， 它 用 私 钥 s 2 =E(c)。 因 为 B 的 
公 钥 是 









































> 浓 








公开 的 ， 因 此 不 需要 安全 信道 来 分 配 它 。 以 用 B 的 公 钥 pks 加 密 数 据 给 
B， 只 有 B 拥有 私 钥 sk;， 因此 只 有 他 考级 


a 















a ， 所 
公 和 外 pks pe x 


LR 
NX 8.2 公家 加 记过 和 


然而 ， 必 须 强调 的 是 公 钥 密码 体制 的 诞生 并 不 意味 着 对 称 密码 体制 已 经 落伍 了 。 由 了 


tl 




















公 钥 密码 学 涉及 复杂 的 运算 ， 速 度 远 慢 于 对 称 密码 体制 ， 因 此 ， 公 钥 密 码 体 制 通常 并 不 用 
于 直接 加 密 大 量 的 数据 ， 而 多 用 于 为 通信 双方 分 配 密 钥 ， 然 后 对 称 密码 体制 用 这 个 密 钥 来 
加 密 大 量 数据 。 这 样 ， 公 钥 密 码 体制 和 对 称 密码 体制 取长补短 ， 结 合 使 用 ， 形 成 了 混合 密 
码 体制 。 

要 想 设计 一 个 安全 的 公 钥 密 钥 体制 是 非常 困难 的 事情 。 事 实 上 ， 现 存 的 公 钥 密 钥 体制 
非常 稀少 , 目前 主要 有 两 类 流行 的 公 钥 密 钥 体制 : RSA 公 钥 密 钥 体制 和 离散 对 数 密码 体制 。 

要 想 理解 公 钥 密 码 学 ,我们 需要 一 些 数论 知识 。 数 论 是 研究 整数 性 质 的 一 门 基础 学 科 ， 
曾经 被 看 作 一 种 虽然 优美 但 却 无 用 的 学 科 ， 因 此 ， 被 人 们 戏称 为 “数学 的 皇后 ”。 随 着 公 铀 
密码 学 的 发 明 ， 数 论 已 经 被 广泛 地 应 用 到 密码 学 领域 。 

































































Q@ DH 协议 是 一 个 密 钥 交换 协议 ， 并 不 是 公 钥 加 密 体制 。 但 是 它 距离 真正 的 公 钥 加 密 体 制 其 实 只 有 一 步 
之 还， 很 容易 转换 成 公 钥 加 密 体制 。1985 年 EIGamal 将 DH 协议 改造 成 ELGamal 公 钥 加 密 体制 。 


3。 








8.1 RSA 公 钥 密码 算法 








1978 年 ， 麻 省 理工 学 院 (MIT) 研 究 人 员 Ron Rivest，Adi Shamir 和 Leonard Adleman 首 
次 发 表 了 以 他 们 三 人 名 字 的 首 字母 命名 的 RSA 算法 ， 该 算法 是 第 一 个 可 行 公 钥 加 密 体制 。 

RSA 算法 自 诞 生 之 日 起 已 经 历 了 各 种 攻击 ， 至 今 仍 未 被 攻破 。 目 前 它 已 经 成 为 广泛 接 
受 并 通用 的 公 钥 加 密 算法 。 由 于 发 现 了 RSA 算法 ， 他 们 三 人 被 授予 2002 年 度 计 算 机 科学 
最 高 奖 一 一 图 灵 奖 。 图 8.3 为 三 人 在 MIT 工作 时 的 合影 。 























图 8.3 一 在 MIT 工作 时 的 Ron Rivest， Adi Shamir 和 Leonard Adleman 
8.1.1 算法 描述 ， 


对 于 一 个 用 户 按照 下 列 步骤 生成 公 钥 PK 和 私 钥 SK。 

8.1.1.1 参数 生成 

(1) 随机 选择 两 个 大 素数 p,qg ， 使 得 pg ; 

(2) 计算 N=pg: 

(3) 选择 一 个 随机 奇数 e(1<e<Y(N)) , 满足 gcd(e,G(N))=1 ,其 中 , $(N)=(p-D(q-l) 
是 欧 拉 函数 ; 

(4) 计算 e 模 y(N) 的 逆 元 4， 使 得 ed =1(mod$(N))， 即 d=en'(mody(N))。 

所 以 ， 我们 得 到 公 钥 PK =(e,N)， 私 钥 SK =d(p,g 不 再 需要 ， 可 以 销毁 ! )。 

8.1.1.2 加密 

对 于 明文 M <n， 其 对 应 的 密 文 C=M"(modNN)。 

8.1.1.3 解密 














对 于 密 文 C， 其 对 应 的 明文 M = C" (mod N)。 例如， 用户 Alice 按照 下 列 步骤 就 可 生成 


oy 











公 钥 PK 和 私 钥 SK。 
生成 系统 参数 的 过 程 如 下 : 
(1) 选择 两 个 素数 p=17,g=11; 
(2) 计算 N= pg=17x11=187; 
(3) 计算 $(N)=(p-D)(q -1D)=16x10=160; 
(4) 选择 一 个 奇数 e 使 其 与 Gg(N)=160 互 素 且 小 于 Y(N)， 这 里 选择 e=7; 
(5) 计算 d 使 得 7xd =1(mod160)， 即 d =23。 
我 们 得 到 公 钥 PK =(7,187)、 私 钥 SK = 23 。 
假设 发 送 者 Bob 拥有 明文 M = 88 ， 计 算 加 密 过 程 如 下 : 
C=M"=88’ =1l(mod187) 
接收 者 Alice 收 到 密 文 C=11 后 ， 计 算 解 密 过 程 如 下 : 
M=C" =11" =88(mod 187) 4 检 
定理 8.1 RSA 算法 的 正确 性 。 
证 明 : 我 们 需要 证 明 RSA 解密 算法 能 够 从 密 广 Ra M， 下 面 分 两 种 情 








况 考虑 : 

(D 当 M 与 N 互 素 , 即 ged(M,N)=1 XY 

由 于 ed=1(mod G(N)) 意味 着 存在 某 个 a ed =1+kG(N) 。 所 以 ，Alice 对 密 
文 的 解密 过 程 如 下 : SS 

C'=(M°) =M™ SM win = M i, 
而 由 欧 拉 定理 ( 见 附录 E. 9 可 知 ? 对 于 任意 与 n 9 有 as =1(mod N) 。 因 此 ， 
上 式 最 后 一 项 可 得 C“=M x 从 =M(modN) 。 
(2) 当 M 与 n 不 五 索 简 而 ged N) #1 y 
因为 N= pg 7 并且 六 9 都 是 素数 且 MEN 所 以 gcd(M,N) 一 定 为 p 或 者 g，M 不 可 
能 既是 p 的 倍 9g 的 倍数 。 不 妨 设 M 息 了 的 倍数 ， 即 M =cp。 由 于 M 不 是 g 的 倍数 ， 
即 gcd(M,g)=1 。 因 此 ， 按 照 费 马 小 定理 ( 见 附录 E.77)， 有 M 和 =lmodq) ， 于 是 
Mo =1(modgq)， 即 存在 某 个 :， 使 得 
Mt-De-D =1 十 如 









































两 边 同 乘 以 M = cp ， 得 
MoV =M+tcpqg=M+ICN 
将 tc 看 成 是 一 个 常数 ， 则 
M™”= MN = M(mod N) 

因此 , 可 有 M” =M(modN)。 

综合 情况 (1) 和 (2)， 对 任意 M <N ,AM <N ，RSA 算法 都 能 正确 解密 。 

RSA 算法 的 计算 过 程 涉及 一 些 复杂 的 运算 , 如 素数 生成 、 模 指 数 运算 和 求 逆 运 算 等 等 ， 
下 面 我 们 研究 上 述 问 题 的 快速 计算 方法 。 


8.1.2 ”快速 模 窜 算 法 
RSA 加 密 和 解密 都 需要 计算 a* mod N , 称 为 模 守 或 模 指 数 运算 。 如 果 简 单 地 穷 举 计算 ， 
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则 需要 b-1 次 模 乘 运算 , 其 时 间 复杂 度 为 0(b) 。 以 计算 a" modN 为 例 , 它 需 要 15 次 乘法 。 
a*=axaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxa 。 因 为 RSA 加 解密 指数 通常 非常 大 ， 
所 以 上 述 计 算 方 法 不 可 行 。 幸运 的 是 , 我 们 有 快速 计算 模 容 的 算法 。 以 计算 a mod N 为 例 ， 
如 果 重 复 利 用 中 间 计 算 结 果 , 先 计 算 a? mod N ,然后 计算 a* modN 、a* modN 和 a modN， 
那么 只 需要 计算 4 次 乘法 就 可 计算 出 a mod N 。 

更 一 般 地 ， 我 们 要 计算 a ， 先 将 bp 表示 成 二 进 制 形 式 b=bb,,…b， 则 

















iek-l ZY , 1 
b= 2 2 modN=>2 。 所 以 ,有 a*=a™ modN=> omodN=( To modN)modN)。 
i=0 b=l b=1 b=1 


例如 ， 我 们 要 计算 2”， 先 计算 如 下 值 : 


22=2x2 所 
2 =(2°)x(2’) « gw 


2 a 0 
由 于 999 的 2 进 制 可 表示 为 1111100111 CS py 1 的 相应 项 乘 起 来 ， 即 
bp i =2512 wg fy 涉 
=(2")x( Yee a 2 
该 算法 只 需要 sy net M0 。 其 中 ,快速 模 容 算法 计算 
qr modN 代码 如 下 : 和 
int exp_ mod!( A br dnt es NS 
int 上 = 
whil 8 
2 != 0)f£ =(f*a) sN; 
a =(a*a) $N; 
b = b/2; 
} 
return f; 
} 
经 过 对 上 述 代码 的 分 析 ， 我 们 知道 快速 模 究 算 法 的 时 间 复 杂 度 为 O(log b) ， 而 穷 举 方 
法 的 时 间 复 杂 度 0(b) 。 


8.1.3 ”素数 的 生成 


如 何 快速 判定 一 个 整数 是 素数 还 是 合 数 是 数论 重要 问题 之 一 ， 也 是 现代 密码 学 应 用 中 
。RSA 算法 的 第 一 步 就 是 生成 两 个 大 素数 。 因 此 ， 研 究 如 何 快速 地 生成 素数 是 
































8.1.3.1 素数 的 密度 
生成 素数 的 方法 一 般 是 选择 一 个 随机 整数 n， 然 后 判定 n 是 否 为 素数 。 然 而 ， 我 们 首 


Ne 
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先 需 要 知道 整数 n 本 身 就 是 素数 的 概率 。 幸 运 的 是 ， 大 素数 并 不 少 ， 因 此 随机 选择 整数 n 
并 测试 素性 是 可 行 的。 数论 中 的 素数 定理 告诉 我 们 ， 为 了 找 出 一 个 长 度 与 n 相同 的 素数 
要 在 n 附近 检查 随机 选取 的 In(n) 个 整数 。 如 果 排 除了 偶数 ， 实 际 上 只 需 测 试 lin(m)/2 个 可 
数 。 例 如 ， 要 找 一 个 2” 左 右 的 素数 ， 我 们 只 需要 进行 大 约 In(2”)/2=70 次 尝 

下 面 我 们 将 考虑 判定 一 个 大 整数 是 否 为 素数 的 方法 。 一 般 而 言 ， 素 数 的 判定 通常 有 两 
种 方法 ， 确 定性 素数 产生 方法 、 概 率 性 素数 产生 方法 。 解 决 素 数 问题 一 种 简便 的 确定 性 方 
法 是 试 除 。 试 用 每 个 整数 2,3,…,| Vn | 分 别 试 除 n。 很 容易 看 出 ，n 是 素数 当 且 仅 当 没有 一 
个 数 能 整除 n。 该 方法 的 时 间 复 杂 度 是 O(Vn) 。 因 此 ， 只 有 当 n 较 小 时 ， 该 方法 才能 有 效 
地 执行 。 

所 谓 概率 性 素数 判定 法 ， 是 指 一 种 算法 ， 其 输入 为 一 奇数 n， 输 出 为 两 种 状态 Yes 或 
No 之 一 。 若 输出 为 No， 则 表示 n 为 合 数 ， 若 输出 为 Yes， et 
其 中 ,为 此 素数 判定 法 中 可 控制 的 任意 小 数 ,但 不 为 0。 NM 素数 判定 算法 速度 较 
快 ， 因 此 ， 实 际 应 用 中 大 多 使 用 概率 性 素数 判定 算法 。 肯 前 最 快 的 概率 性 素数 判定 算法 是 
Miller-Rabin( 拉 宾 米 勒 ) 测 试 算法 。 < 

介绍 Miller-Rabin 测试 方法 之 前 ， ne 小 定理 ， 它 为 素数 判定 提供 了 一 
个 有 力 的 工具 。 RS 
8.1.3.2 费 马 小 定理 S+- 


如 果 p 是 一 个 素数 ， 且 0<a< an 
例如 67 是 素数 , 则 2% =1(inod 67) abe 























2"T(modn) 来 判定 整数 n 是 




















否 为 素数 。 利 4 人 我 们 可 以 设计 一 个 判定 整数 是否 为 素数 的 算法 ， 其 代码 
如 下 : 4 
EPE | 人 
int 本 n-1l, n); 
if(d != 1)return 0; //n 是 合 数 
else 
return 1; //n 是 素数 


} 


如 果 上 述 算法 计算 dz1， 那 么 由 费 马 小 定理 的 逆反 命题 ，n 肯定 是 合 数 。 然 而 ， 由 于 
费 马 小 定理 是 判定 素数 的 必要 条 件 ， 而 非 充 分 条 件 。 也 就 是 说 ， 如 果 4 =1， 那 么 可 能 是 
素数 ， 也 可 能 是 合 数 。 如 果 n 是 一 个 合 数 ， 且 满足 a”m" =1(modn)， 则 我 们 称 n 是 一 个 基 为 
a 的 伪 素 数 。 

也 就 是 说 ， 如 果 算 法 判定 n 是 一 个 素数 ， 那 么 当 n 是 基于 2 的 伪 素 数 时 可 能 出 错 ! 那 

么 这 个 算法 出 错 的 概率 有 多 大 ? 其 实 机 会 非常 小 , 在 小 于 10000 的 值 中 , 只 有 其 中 22 个 值 

可 能 出 错 。 最 靠 前 的 四 个 值 分 别 为 341，561，645，1105。 如 果 一 个 随机 选择 的 512 位 的 
大 数 ， 它 是 基于 2 的 伪 素 数 的 概率 不 到 1/10”。 因 此 ， 上 述 只 是 为 了 某 个 应 用 选择 一 个 随 
机 素数 ， 那 么 上 述 算法 是 可 行 的 ! 然而 ， 如 果 被 测试 的 数 不 是 随机 选取 的 ， 而 是 人 为 给 定 
的 ， 那 么 我 们 下 面 就 可 以 看 到 上 述 算法 就 不 成 立 了 。 
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那么 我 们 能 否 通 过 选择 不 同 的 基 ( 例 如 a = 3,4,…) 来 判定 素数 呢 ? 很 遗憾 , 这 样 做 不 行 ! 
因为 总 存在 一 些 合 数 n， 它 对 所 有 的 基 a( 满 足 gcd(am=1)， 公 式 o =l(modm) 都 满足 ， 
这 样 的 合 数 叫 Carmichael 数 。 前 三 个 Carmichael 数 是 561，1105，1729。Carmichael 数 极 
少 ， 例 如 ， 在 小 于 100000000 的 数 中 ， 只 有 255 个 Carmichael 数 。 为 了 对 Carmichael 数 进 
行 成 功 的 检测 ， 我 们 需要 对 上 述 算 法 进行 改进 。 于 是 ， 我 们 引进 如 下 定理 : 

定理 8.2 如 果 p 是 一 个 奇 素数 ， 则 方程 Y=1(mod p) 仅仅 有 两 个 平凡 解 ，x=1 或 者 
X=-—l1。 

证 明 : 

上 述 方程 等 价 于 p|(x+1)(x 一 1)。 显然， 有 pl|(x+]) 或 p|(x-1)， 但 不 同时 成 立 。 如 果 
P|(x-1)， 那 么 ，x=1(mod p)。 同 样 ， 如 果 p|(x+1)， 那 么 ，x=--1(modp)。 因 此 ,x=1 
或 者 x=-l1。 py - 
根据 定理 8.2 的 逆 否 命题 ， 如 果 存 在 模 n 除了 1， 开怀 的 非凡 的 平方 根 那么 n 
是 一 个 合 Ns 

8.1.3.3 ”Miller-Rabin 素数 判定 算法 SS 

Miller-Rabin ptt 它 不 把 Carmichael 数 判定 成 素数 。 
与 前 面 的 素数 判定 算法 相 比 ee 点 改进 : 

(1) 使 用 随机 选取 多 个 基数 ， 选取 2; 

C) 使 用 定理 8.2 的 结论 ,来 关 断 是 否 为 合 数 。 区 
下 面 的 代码 是 Miller-Rabif 系数 判定 算法 。 el ， 先 将 -1 写成 27 的 形式 。 其 
中 ,7 是 奇数 。 例 如 ， ns61, n-l=560= es. 


int Miller Rapih=prine (int i 
int ts ~ 


[ 












































七 r){ 


a = rand(); 
x = exp modl(a, r, n); 
For = To dd Ce by Ere 
t=x; 
X= XX $$ n; 
if(x == l&& t != 1 && t != n-1) 


return 0; //n 是 合 数 
1) 
if(x! = 1) 
return 0; //n 是 合 数 
return 1; //n 是 素数 


} 

代码 的 结构 很 简单 ， 每 次 执行 都 会 随机 选择 一 个 值 a 作为 基数 。 如 果 程 序 从 第 一 个 
retum 0 语句 返回 ， 则 它 已 经 发 现 一 个 模 n 为 1 的 非 平凡 平方 根 ， 因 x =1 但 x ,#1 
and x, | zn—l。 定理 2 表明 n 是 合 

如 果 程序 从 第 二 个 eaum 0 请 名 返回 ， 则 它 已 经 发 现 x= oa 一 (modm) 关 1。 由 费 马 小 定理 
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可 知 ，n 一 定 是 合 数 。 

虽然 Miller-Rabin 算法 的 结果 仍旧 有 可 能 产生 误差 , 但 这 个 误差 并 不 依赖 于 n, 而 是 取 
决 于 选择 随机 数 a 的 运气 。 也 就 是 说 ， 并 不 存在 某 些 特殊 的 n， 使 得 算法 总 判断 错误 。 

可 以 证 明 ， 给 定 一 个 合 数 和 一 个 随机 选择 的 整数 a(1<wa<za-D ， 程 序 返 回 PRIME 


的 概率 小 于 1/4。 因 此 ， 如 果 我 们 重复 执行 算法 s， 每 次 都 判定 n 都 返回 PRIME 的 概率 小 
于 1/4'。 例如， 取 s=10 时 ，n 通过 测试 的 概率 小 于 10*。 因 此 ， 取 足够 大 的 s， 如 果 
Miller-Rabin 算法 总 是 返回 1， 那 么 我 们 有 很 大 的 把 握 说 n 是 素数 。 
8.1.4 扩展 欧 几 里 得 算法 

介绍 扩展 欧 几 里 得 算法 之 前 ， 我 们 先 介 绍 欧 几 里 得 算法 ， 它 又 叫 轧 转 相 除 法 ， 它 用 来 
计算 两 个 数 的 最 大 公 因 子 。 对 整数 a>b， 总 可 以 写成 a=bg+r 的 形式 ， 其 中 gz0(a 除 以 
5 的 商 ) 且 0 硅 x<b(a 除 以 b 的 余数 )。 > 

根据 定义 ，gcd(a,5) 整除 a 和 bp， 上 式 表明 它 必 we gcd(a,p)=gcd(p,r)。 继 
续 使 用 思 转 相 除 法 ， 我 们 有 如 下 序列 : 
a=bg+n # A- 
b=rg,+. SN 
有 i= A 


SS 2ta th >: 
~ ee .六 
中 ， 六 =0， 即 因为 和 总 的 最 大 公 公 因 子 ， 员 WW 算法 描述 如 下 : 


int gcdl(int int bj 
if(b == Sy 


Ce 


return gcd(b，agsb) 




































































} 

例如 ，gcd(108,42) 包括 如 下 递归 计算 过 程 : 

gcd(108,42) = gcd(42,24) = gcd(24,18) = gcd(18,6) = gcd(6,0)=6 

通过 对 上 述 算法 的 分 析 ， 我 们 知道 欧 几 里 得 算法 的 时 间 复 杂 度 O(log 8)， 其 中 B 是 两 
个 数 中 较 小 的 那个 数 。 

上 述 欧 几 里 得 算法 在 计算 gcd(a,5b) 的 过 程 中 丢弃 了 一 些 中 间 商 数 。 如 果 在 gcd(a,b) 的 计 
算 过 程 把 它们 积累 起 来 , 就 可 以 得 到 比 gcd(a,5b) 更 多 的 东西 。 上 式 计算 gcd(a,5) 的 前 两 个 等 
式 可 以 写成 





a+b(-q)=7 
a(-q) +b(l+q.9,)=n 
一 般 地 ， 对 i=1,2,…,k， 我 们 有 


os + by, = 











此 ， 存 在 两 个 数 x,y 使 得 





ar+ 思 = 站 =gcd(aD) 
给 定 输入 wp ， 扩 展 欧 几 里 德 算法 实际 上 就 是 在 求 a 和 最 大 公约 数 的 同时 ， 也 将 满 
足 方程 ar+ 加 = gcd(a,b) 的 一 组 x 和 y 的 值 求 出 来 。 
下 面 我 们 介绍 扩展 欧 几 里 德 算法 的 推导 方法 。 因 为 gcd(a,5)=ax+by， 利 用 办 转 相 除 
法 ， 令 a'=b，b'=(amodb)。 这 里 ， 我 们 得 到 另 一 个 公式 : 
ax’+b'y'= gcd(a',b') 



































上 式 也 可 写成 
bx'+(amodb)y’=bx'+(a—|[a/b|*b)y 
再 调整 ， 得 到 ay'+b(x'—[a/b |xy') 。 由 于 gcd(a,b)=gcd(a',b'))， 所 以 有 
Cl +b(x’'—(a/b)xy)=axrt+by 
恒 等 变 换 得 
= 只 
y= x (a/b)x ys 8 EE 
则 在 使 用 扩展 欧 几 里 得 时 ， 我 们 就 知道 相应 的 参数 x, y 的 变化 。 对 应 扩展 欧 几 里 德 算 
法 的 代码 如 下 : KW 
int ex_gcd(int a, int b，int& < y)t{ 


if (b oO) ( SS 
d=a; ~ 














、 ~ 
x= 1;y=0; A 
return d; 了 和 站 
} vk A 
else { ” 3 wT 
ex_gcd (by a¥br=x, y); SA 
int t J 
X= RAR 必 2 
E : y; 
-~ | 
return ay 


} 

通过 对 上 述 算法 的 分 析 ， 我 们 知道 扩展 欧 几 里 得 算法 的 时 间 复 杂 度 与 欧 几 里 得 算法 的 
时 间 复 杂 度 相当 ， 即 O(log 8B) ， 其 中 B 是 两 个 数 中 较 小 的 那个 数 。 

表 8.1 演示 了 用 ex_gcd 算法 计算 gcd(99,78) 的 过 程 。 调 用 ex_ gcd(99,78) 返回 d =3， 
x=-l1，y=14， 则 有 gcd(99,78) =99x(-1D)+78x14 。 












































表 8.1 ex_gcd 算法 计算 gcd(99,78) 的 过 程 





a ¥ 
99 14 
78 hl 
21 3 
li -和 
6 1 
3 0 
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递归 函数 返回 的 条 件 是 当 p=0 时 ， 这 时 函数 返回 最 大 公约 数 a， 而 且 返 回 系数 x=1 和 
y=0，, 使 得 a=ax+by=axl+bx0。 如 果 b 坏 0， 则 必须 先 计 算 满足 4d'=bx'+(amodpb)y' 的 
值 (d',x',y')。 由 于 d = gcd(a,48)=d'= gcd(b,amodb)， 我 们 可 以 利用 上 面 推导 的 公式 

X= 
p=x—(a/b)*y" 
来 计算 满足 4 =ax+by 的 系数 x,y 。 

对 于 我 们 而 言 ， 扩展 欧 几 里 得 算法 的 一 个 重要 的 应 用 是 求解 乘法 逆 元 。 在 RSA 参数 生 
成 阶段 ,已 知 e 和 #(N)， 我 们 需要 计算 值 4 =e' mod(G(N))， 使 得 ed =1modb(N)。 

由 gcd((N),e)=1， 上 述 计 算 过 程 可 表示 为 求解 系数 4 和 k， 使 得 ed +ky(N)= 
gcd(e,G(N))=1。 因 此 ， 我 们 可 用 扩展 欧 几 里 得 算法 快速 地 求解 RSA 私 钥 d。 








8.2 因子 分 解 算法 K 惟 


对 于 密码 学 算法 而 言 ， i ， 而 是 安全 性 。 再 好 的 密码 
算法 ， 若 不 安全 则 一 文 不 值 。 若 一 个 算法 不 多 是 不 安全 的 则 很 容易 ， 只 需要 找 








到 一 种 攻击 即 可 。 但 是 ， 要 证 明 一 ede SS 因为 它 需要 证 明 不 存在 针对 
该 算法 的 任何 攻击 。 因 此 ， at 人 ge 如 果 经 过 多 年 
的 攻击 ， 仍 然 不 能 破解 ， 那 么 我 们 就 人 





RSA 从 提出 到 现在 已 经 三 十 ~ 了 各 种 攻击 的 考验 ， 逐 渐 为 人 们 接受 ， 普 遍 认 
为 是 目前 最 优秀 的 公 乌 方 案 之 字 。 RSA 的 安全 性 依 旭 于 整数 子 分 解 的 难度 。 如 果 N = pq 


被 因 式 分 解 ， 则 攻击 者 得 到 解密 密 钥 4， 从 而 能 解 黎 密 葡 ， 因 此 RSA 解密 问题 不 比 因子 分 
解难 但是 RSA 解密 问题 是 天 等 价 于 大 数 分 解 < 直 未 能 得 到 理论 上 的 证 明 ， 因 为 没有 证 明 


破解 RSA 解 h 就 一 定 需要 做 整数 因 和 邓 

To 它 一 直 是 数论 与 密码 学 理论 研究 的 重要 
课题 ， 费 马 、 欧 拉 和 高 斯 等 数学 家 都 对 因子 分 解 算 法 做 出 过 巨大 的 贡献 。 如 同 素数 检测 算 
法 ， 最 简单 的 因子 分 解 算法 是 试 除 。 试用 每 个 整数 2,3,…,| VN | 分 别 试 除 N， 则 一 定 能 找 
到 N 的 因子 ， 但 该 方法 的 时 间 复杂 度 是 O(VN) 。 因 此 ， 只 有 当 N 较 小 时 ， 该 方法 才能 有 
效 地 执行 。 

人 们 提出 了 许多 比试 除法 更 快 的 高 级 因子 分 解 算法 ， 其 中 最 新 的 广义 数 域 得 法 有 亚 指 
数 时间 复 杂 度 ， 它 使 得 我 们 应 该 规定 p,q 为 512 位 大 素数 ，N 为 1024 位 合 数 。 由 于 广义 数 
域 得 法 的 知识 超出 本 书 范围 ， 本 节 我 们 将 介绍 经 典 的 Pollard's p-1 法 和 Pollard's rho 法 。 


8.2.1 Pollard's p-1 法 


Pollard's rho 法 可 以 高 效 地 找到 N = pg 的 一 个 因子 P， 如 果 忆 -1 只 有 小 素 因 子 。 其 关 
键 的 方法 是 找 一 个 整数 a， 使 得 




































































a=l(modp) 
a=1l(modg) 
上 式 表 示 p 整除 a-1， 但 gq 不 整除 a-1。 因 此 ，gcd(a 一 1,N)=p 是 一 个 非 平凡 因子 。 
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那么 怎样 来 找到 这 样 一 个 a 呢 ? 

我 们 先 给 出 定义 : 整数 是 8B 平滑 的 ， 如 果 n 的 每 个 素 因子 的 突 均 小 于 或 等 于 B。 如 
n=253;， 那 么 n 是 32 平滑 。 现 在 假设 我 们 知道 某 个 B， 使 得 p-1 是 8 平滑 的 ， 而 g-1 不 
是 B 平 滑 的 。 于 是 有 pp--1|B1,qg -1+B!， 然 后 我 们 计算 a=2”(modNN)。 

由 于 p-1|8!， 由 费 马 定理 a”'=1(modp) 可 知 a=1(modp)。 由 于 而 g--1 不 是 B 平 滑 
的 ， 可 以 证 明 ，a!=1(modg) 以 很 大 的 概率 成 立 。 因 此 ， 我 们 找到 a 满足 
pla-l 
qta-l 















































因此 ， 我 们 可 以 计算 p=gcd(a--1,N)。 


int Pollard p minus 1(int N, int B){ 


int in dy XxX = 27 怜 
for(int i = 2;i <= B;i++)x = expmod(x, i, < 
d= gcd(x-1, N); 

if(d == 111d == N)return -1; 六 // 失败 
return d; 


} 
Pollard's rho 法 的 时 间 复 杂 度 为 O(B a es \ 有 8B 较 小 时 ， 此 算法 才 是 有 效 的 。 
Ss = 


例如 ， 设 W=15770708441= > 则 
ls 2x3x139K 


rye sd 1=2x10 sa 
设 B=180，x=2， Sn 
“ ) a 2"(mogD SE MDs 


于 是 ， 有 三 AT 下 
NU p=gcd(a 从 N)=135979 

注意 : B 的 选择 很 重要 ，B 太 小 或 者 太 大 都 可 能 找 不 到 非 平凡 解 。 

例如 N=61x71, 那么 61-1=60=2?x3x5 和 71-1=70=2x5x7 均 是 7 平滑 的 。 假设 
B=7， 有 2"-1=0(modN)。 因 此 ，gcd(2” -1,N)=N， 这 是 一 个 平凡 解 ， 没 什么 用 。 

假设 B=5， 那 么 2 -1=1464(mod N)，gcd(2 -1,N)=61， 这 是 一 个 非 平凡 解 。 即 使 
选择 正确 的 8, 算法 也 可 能 找 不 到 非 平凡 因子 , 这 种 情况 下 可 以 选择 新 的 x, 重新 执行 算法 ， 
它 最 终 将 输出 非 平凡 解 。 

由 于 Pollard p-1 算法 ，RSA 合 数 N= pg 通常 应 该 选 为 使 得 PP-1，9=-1 均 有 大 素数 
因子 ， 即 





























p-1l=2p,+1 

Pp-1l=2p,+1 
其 中 ，p,q, 均 是 大 素数 。 这 样 的 素数 p,q 称 为 安全 素数 。 当 使 用 安全 素数 时 ,由 于 8 很 大 ， 
Pollard p-1 算法 将 不 再 有 效 。 
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8.2.2 ”Pollard's rho 法 


Pollard rho 算法 的 原理 是 找到 其 中 两 个 整数 x,x, esZxw ， 使 得 下 面 两 条 件 同时 成 立 ; 
Xj -X=0(modp) 
Xj —X% #0(modN) 
这 样 ，p =gcd(x, -5 N) 就 是 N 的 一 个 非 平 凡 因 子 。 
如 何 找到 符合 要 求 的 x,x) 呢 ? 一 种 方法 是 通过 x = f(x;,)modN 计算 一 个 随机 序列 
'0; 太 ;加 ,… ,直到 找到 xx,xj 满 足 上 述 条件 , 于 是 gcd(x ,入 ) 产生 六 的 一 个 非 平凡 因子 。 
例如 ， 设 N=1079=13x83, f(x)=x 一 1,x, =2， 那 么 一 系列 整数 如 下 : 
2,3,8,63,1194,1186,177,814,996,310,396,… 
每 一 步 ， 我 们 都 计算 gcd(x, -x%,N)(i< 门 ， 即 入 
gcd(x —%,N)= gcd(3—2,1079)= LK 


gcdCo -4 N) = ged(8 —3,1079) 3\ 
gcd(x, —%,N)=gcd(8— ah 总 
gcd(x, —x,, N)= 2 











gcd(xs -xi,N)= 人 1 
gcd(x, 一 0， dt63—2,1079) =1 
gcd(x, 一 nm 人 13 
本 算法 只 需要 7 次 计算 就 找 1079 汐 > 个 因子 13。 
ee ,or 随 着 序列 长 度 的 增加 计算 量 


G ] Oo 将 和 大厅 le 比较 ,因此 ,空间 复杂 度 O() 


六 pe 

也 很 大 。 SN 1 

Pollard rho 算法 用 f(x)=x +1(mod N) 生 成 序列 ,不 对 每 对 xx 人 7 和 有 进行 比较 , 而 
是 使 用 一 个 叫 Floyd 循环 检测 方法 来 计算 gcd(xy -=x,N),z=12,…， 以 提高 效率 。 为 什么 这 
么 做 是 正确 的 ? 

假设 x =,,(mod p) ， 其 中 4 是 周期 ， 容 易 知 道 下 列 序列 也 成 立 x,; =x,;(mod p)， 
6=0,1,2,…， 这 时 取 i=t+/ 一 (1mod{)=L*|t/?|。 可 以 看 出 ，1 夺 i<t+4 并 且 是 周期 (的 
最 小 倍数 ， 于 是 2i-i=i 也 是 周期 4 的 倍数 ， 即 x,, =x(modp) 成 立 。 

相 比 与 上 述 方法 ，Pollard rho 算法 计算 次 数 从 O(k?) 降低 到 O(k)， 而 且 空 间 复 杂 度 仅 
为 O0) 。 

那么 当 多 大 时 ， 我 们 可 以 找到 其 中 一 对 符合 要 求 的 ,xj(i,j 二 有 呢 ? 由 于 所 有 的 值 
2 均 取 随机 均匀 取 值 于 Zv 。 因 此 ，{x mod Pj 随机 取 值 于 Z,。 由 生日 悖 论 ” 可 












































@@ 生日 悖 论 ， 指 如 果 一 个 房间 里 有 23 个 或 23 个 以 上 的 人 ， 那 么 至 少 有 两 个 人 的 生日 相同 的 概率 要 大 于 
50%。 这 就 意味 着 在 一 个 典型 的 标准 小 学 班级 (30 人 ) 中 ， 存 在 两 人 生日 相同 的 可 能 性 更 高 。 对 于 60 或 
者 更 多 的 人 ， 这 种 概率 要 大 于 99%。 从 引起 逻辑 矛盾 的 角度 来 说 生日 悖 论 并 不 是 一 种 悖 论 ， 从 这 个 数 


对。 


局 
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证 ， 平均 意义 上 k=O(Vp)， 找到 ,xj(i,j 三 有 使 得 x =x(mod p)。 此 外 ， 由 于 xz 均 取 
随机 均匀 取 值 于 Z,， 只 要 p 比 N 小 很 多 ，x, =x(modN) 不 成 立 可 能 性 很 大 。 因 此 ， 由 于 
N = pg ，Pollard rho 算法 时 间 复杂 度 为 O(Vp)=O(N"*) 。 
上 述 分 析 是 启发 式 的 ， 因 为 函数 f(x)=x* +1(mod N) 并 不 是 完全 随机 的 ， 该 算法 可 能 
失败 ， 这 时 它 输 出 平凡 的 因子 N， 这 个 结果 没 意 义 。 这 时 ， 我 们 可 以 选择 新 的 函数 
f(x)=x* +c(modN)(c >1) 重新 运行 程序 。 
对 应 的 Pollard rho 算法 代码 如 下 : 


int fl(int a){ 
int c= 1; 
return a*atc; 


} | 
int PollardRho (int N){ < 


















































int a0 = 2; 
int x = a0, y= a0, d= 1; RR 
while(d == 1){ 

x = f(x)N; 

y = £(f(y)%N) SN; 六 > 

if (x == y)return -1; 


d = gcd(abs (x-y), NS 
) 一 
return d; 小 淮 让 
) 2 1 


WK 
其 中 ， 4 为数 请 的 于 平凡 因子 。 NK 





SN- 2 
、、。 ”8.3 离散 对 数 密码 算法 
除了 RSA 密码 体制 以 外 ,还 有 一 大 类 基于 离散 对 数 问题 的 密码 体制 ， 称 为 离散 对 数 密 


码 体制 。 其 中 ， 最 著名 的 就 是 Diffie-Hellman 密 钥 交换 协议 和 ElGamal 加 密 体制 。 2 上 的 


离散 对 数 问题 定义 如 下 : 
输入 : 给 定 gsZ ,7es<g>; 


输出 : 唯一 的 x 使 得 Y=g "(modp)， 记 x=log,,Y。 
8.3.1 “Diffie-Hellman 密 钥 交换 协议 
提 到 ， 对 称 密码 体制 要 求 在 进行 通信 之 前 通信 双方 必须 建立 一 个 密 钥 。 在 公 钥 密 





三 : 





前 














学 事实 与 一 般 直觉 相抵 触 的 意义 上 ， 它 才 称 得 上 是 一 个 悖 论 。 大 多 数 人 会 认为 ，23 人 中 有 2 人 生日 相 
同 的 概率 应 该 远 远 小 于 50%。 计 算 与 此 相关 的 概率 被 称 为 生日 问题 。 

生日 迟 论 的 本 质 就 是 ， 随 着 元 素 增多 ， 出 现 重复 元 素 的 概率 会 以 惊人 速度 增长 ， 而 我 们 低估 了 它 
的 速度 。 这 个 问题 不 容 忽 视 ， 因 为 它 意味 着 ， 在 密码 学 中 ， 我 们 低估 了 散 列 值 出 现 碰撞 的 概率 。 这 一 
结论 应 用 于 对 散 列 函数 的 攻击 中 ， 称 为 “生日 攻击 (Birthday Attack)”。 
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码 体制 提出 之 前 ， 通 信 双 方 建立 共享 密 钥 一 直 是 比较 困难 的 问题 ， 通 常 需要 假设 一 条 安全 
信道 来 分 配 密 钥 。 
公 钥 密码 体制 的 主要 目标 就 是 无 须 安全 信道 就 可 以 为 通信 双方 建立 密 钥 。 最 早 实现 这 
一 目标 的 是 Diffie-Hellman 密 钥 交 换 协议 ， 如 图 8.4 所 示 。 图 中 为 大 素数 ，g 为 生成 元 ， 
而 Alice 和 Bob 共享 一 个 秘密 元 素 k。 
| Alice(g, p) 
| 1， 生 成 随机 数 xe2Z, 
| 





























| 
1， 生 成 随机 数 了 eZ, | 











2. 计算 X=g*(modp) . 计算 Y=g’(modp) 











3. 计算 密 钥 k=Y*(modp) .计算 密 钥 k=X*(mod p) 


图 8.4 Diffie-Hellman 密 钥 交换 协议 * 入 
其 中 , (DAlice 选择 xeZ,， ,计算 X=g*(modp)， 发 送 必 给 Bob: (2)Bob 选择 ye 2Z,， 
计算 了 =g*modp) ， 发 送 了 给 Alice; GAse > 计算 人 = 天 (modp) ，(4)Bob 计 外 








k=X"(modp)。 本 

例如 , 设 p=43、g =3 是 mod43 的 生成 直人 Aiibe 和 Bob 知道 公开 参数 (p,g) = (43,3) 。 
为 了 协商 一 个 密 钥 ，Alice 随机 选取 她 的 秘密 指数 8， 将 3”=20(mod43) 发 送 给 Bob; 同时 
Bob 随机 选取 她 的 秘密 指数 37， ee 20(mod 43) 发 送 给 lice。 于 是 , 他 们 所 协商 的 密 钥 
就 是 9=20* =25” (mod43) 。 1 习 > 省 > 

Diffie-Hellman 密 铀 交换 亿 议 以 令 人 惊奇 地 简单 前 方法 为 通信 双方 生成 -个 共同 的 随 
机 密 钥 ， 该 密 钥 可 当 作对 称 密 钥 体 制 的 密 钥 ， 因此 它 成 功 地 解决 了 对 称 密码 体制 密 钥 分 配 
问题 。 然而， 该 办 议 养 不 是 真正 意义 上 的 公 钥 加 密 体制 ， Alice 不 能 用 它 将 有 意义 的 消息 传 
送 给 Bob。 但 着 ， 其 实 它 离 真正 的 公 钥 胃 密 体制 其 实 只 有 一 步 之 和 ， 它 很 容易 转换 成 公 钥 
加 密 体制 。“ 入 


8.3.2 ”ElGamal 公 角 密码 算法 

1985 年 ，ElGamal 将 Diffie-Hellman 密 钥 交换 协议 改造 成 ELGamal 公 钥 加 密 体制 ， 其 
基本 思想 是 : 

(1) 消息 接收 者 Bob 不 是 每 次 通信 都 生成 一 个 临时 随机 值 7, 而 是 生成 一 个 固定 公 钥 了 ; 

(2) 消息 发 送 者 Alice 则 每 次 选择 一 个 随机 Ci = 天 ， 计 算 密 钥 上 = 六 (modp) ， 然 后 她 
将 消息 M 与 上 相 乘 得 到 C, ， 最 后 Alice 将 Cl,C, 一 起 发 送 给 Bob; 

(3) 由 于 Bob 能 够 计算 k=X?(mod p)， 于 是 他 能 从 C, 中 解密 出 明文 M。 

8.3.2.1 参数 生成 

(1) Alice 选择 两 个 随机 大 素数 p ; 

(2) 选择 ZZ 的 一 个 生成 元 g; 

(3) 随机 选择 xs Z, 作为 私 铀 ， 计 算 公 铀 了 = g (mod pp): 

公 钥 PK =(p,g,Y)， 私 钥 SK =x。 
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8.3.2.2 加密 
对 明文 M < p ， 发 送 者 Bob 选取 ke2Z,,， 计 算 密 文 (0,c,): 
a =g"(modp) 
c=Y*M(modp) 
8.3.2.3 解密 
对 密 文 (c,c;) ，Alice 使 用 其 私 钥 x 计 算 
M=c, /ci (modp) 
ElGamal 公 钥 密码 算法 的 正确 性 很 容易 证 明 ， 私 钥 拥 有 者 能 从 密 文 (c,c) 正确 地 恢复 
明文 M， 有 ec,/c*=c,/(g*) =Y*M/g* =M(modp)。 ]e 
例如 ，Alice 选取 7 为 她 的 私 钥 ， 计算 公 铀 QAR&( 0d 43) ， 
(p,g,Y)=(43,3,37) 。 a % 
现 假设 发 送 者 Bob 明文 消息 为 M=14， 他 随机 3 六 26, 计算 
c=37™ x14=31(mod43) 
6 33” 2 43) 





公开 参数 为 


则 密 文 为 (15, 31)。 NY 
为 了 解密 密 文 (15, 31)， Aies 和 8 7 米 计 算 cc 二 31/15 =14(mod 43) 。 
DA ,A 
、 84 离散 对 数 算 法 
Diffie-Hel 5 密 钥 交换 协议 和 ElGaifal 公 密码 算法 的 安全 性 均 基于 离散 对 数 问题 的 
难度 ， 和 然而 却 并 不 相同 。 在 实 
数 范围 内 ， 我 们 要 近似 解 ， 而 这 里 我 们 要 求解 是 精确 的 。 解 决 离散 对 数 问题 的 方法 有 很 多 
种 ， 最 简单 的 穷 举 法 。 给 定 g 和 了 Y， 计 算 如 下 序列 : 
8g,8 ,8 ,8 
我 们 一 定 可 以 找到 唯一 的 值 x 使 得 g* =Y(mod p)， 然 而 计算 复杂 度 是 O(g) 。 其 中 ， 
9=p-1 是 群 Z; 的 阶 。 因 此 ， 对 于 较 大 的 群 "， 我 们 需要 更 快 的 算法 。 为 此 人 们 提出 了 许 
多 比试 除法 更 快 的 高 级 因子 分 解 算 法 ， 其 中 ， 最 新 的 指数 演算 法 有 亚 指数 时 间 复 杂 度 ， 它 
使 得 我 们 应 该 规定 模 数 p 为 1024 位 大 素数 。 由 于 指数 演算 法 的 知识 超出 本 书 范围 ， 下 面 我 
们 介绍 经 典 的 小 步 /大 步 法 和 Pohlig-Hellman 法 。 





















































@ 群 (S$， 晶 ) 是 一 个 集合 和 定义 在 S$ 上 的 二 进 制 运算 日， 该 运算 满足 4 个 性 质 : 封闭 性 (对 所 有 opES， 有 
a@be5)、 单 位 元 (存在 一 个 元 素 eeS， 称 为 群 的 单位 元 ， 满 足 对 所 有 ae5， 有 a@e = a@e= a)、 结 
合 律 (对 所 有 a, b, ceS， 有 (a 鲁 b)@@c = a 甸 (b 鲜 c)) 和 递 元 (对 每 个 ae5， 存 在 唯一 的 元 素 be5， 称 为 a 
的 逆 元 ， 满 足 a@6= 8@a= e)。 例 如 ， 对 于 整数 加 法 群 (Z, +)，0 为 单位 元 ，a 的 逆 元 为 -a， 对 于 整数 
乘法 群 (Z, x), 1 为 单位 元 ，a 的 逆 元 为 -1; 若 | Z|<%， 则 称 它 是 一 个 有 限 群 ， 若 a@b=b@a， 则 称 其 
是 一 个 交换 群 。 
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8.4.1 小 步 /大 步 法 


Shanks 发 明 的 小 步 /大 步 方法 将 求解 离散 对 数 问题 的 复杂 度 降低 到 O(Yg) 。 其 中 ，g 是 


群 的 阶 。 


记 1=|[Vg | 的 序列 ， 如 果 了 =g ， 那 么 我 们 可 写 x= 鸭 +xL 。 由 于 x<9 ， 因 此 
上 算 小 步 序列 g = g',0 志 i<t。 
所 以 第 一 





0 三 ,wm <1。 我 们 现在 证 
我 们 将 把 这 些 对 {g,, 让 

第 一 个 元 素 排序 或 者 使 用 
对 每 个 元 素 亡 ， 


Bd 


= Ts 


由 于 该 算法 需要 


Hash 表 技 术 来 实现 ,我们 现在 计算 大 步 序列 h =Ys "(0 j< 

我 们 在 小 步 序 列 中 查找 一 个 元 素 ， 使 得 g& = 加 ， 因 此 
=j， 我 们 可 以 容易 解决 log,Y=(i+ jt)。 
- 算 1=| Vg | 长度 的 小 步 序列 并 把 它 存储 起 来 ， 所 以 它 的 时 间 与 空间 


























个 元 素 为 索引 存储 起 来 以 便 以 后 的 查找 , 这 可 以 通过 按 
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复杂 度 均 为 O(V9) 。 例 如, 设 一 个 循环 群 Zi, 其 阶 为 112。 设 g 冯 3 江 = 57， 现 求 log, 57 (以 
下 


“运算 略 去 (mod 113))。 
0) 首先 设 | VU13 |=11; 
(2) es, i),0< 





i<11， 结 果 如 下 ; 





(3) 将 上 述 小 步 序 列 按 第 二 个 元 素 排 序 7 结果 如 下 : 











(4) i 结果 如 下 : 





了 了 
| | 





(5) 对 照 小 步 、 


// 小 步 /大 步 法 解决 离散 对 数 问题 


大 步 序列 表 , 可 知 当 i=1,j=9 时 , hh =g,，, 即 logs57=(1+9x11)=100。 
小 步 /大 步 算 法 的 代码 如 下 : 


#include <stdio.h> 
#include <math.h> 


#define MAXN 1000 
struct HashNode{int data, id, next;}; 
HashNode hash [MAXN*2]; 
bool flag[MAXN*2]; 


int topr 


void insert (int a, int b){ 


int k = bg&MAXN; 


if (flag[k] 
flag[k] 
hash[k] 
hash[k] 
hash[k] 
return; 


== false){ 
= true; 


.next = -1; 
id = a 
data = b; 


// 用 Hash 表 技术 来 实现 元 素 查找 
//flag[i] == 0， 表示 位 置 i 没有 放 入 元 素 
// 用 于 解决 冲突 


// 可 放 


(go A 法 


该 算法 的 时 间 与 空间 复杂 度 均 为 O(Yq) ， 优 于 穷 举 法 的 O(g) 。 
8.4.2 ”Pohlig-Hellman 法 


Pohlig-Hellman 法 可 以 高 效 地 求解 Z, 中 的 离散 对 数 问题 ， 如 果 忆 -1= gq,,9,,…,4i 每 一 
个 因子 g(1 志 i 夺 有 都 较 小 。 回 忆 一 下 ，ord,(g) 表示 最 小 的 正 整数 使 得 ord,(g)=1， 我 们 


明 
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先 介绍 下 面 的 引 理 。 

引 理 : 如 ora,(8)=9,t|94， 那 么 ord,(8 )=9/。 

证 明 : 由 于 (g')”=g”=1， 因 此 ord,(g') 三 q/1。 设 i>0 使 得 (g') =1， 那 么 g” =1。 
于 ord,(g)=g， 那 么 #t>q， 即 i 三 g/t。 因 此 ord,(g')=g/t。 


现在 ， 我 们 将 g 因子 分 解 4= 了 [4 。 这 些 fg} 是 互 素 的 。 我 们 知道 ("=(g")* = 


Yi=1,…,k。 我 们 将 g*% 记 为 g& ， 于 是 我 们 得 到 了 大 个 离散 对 数 问题 gs 和 委 ii 委 全 ， 这 
些 问 题 工作 在 更 小 的 循环 子 群 , 这 些 子 群 的 阶 为 ord,(g,) = 9 。 现 在 我 们 可 以 使 用 其 他 求解 
离散 对 数 的 方法 ， 如 小 步 /大 步 方法 解决 上 个 小 子 群 离散 对 数 问题 ， 从 而 得 到 {x} 满足 
8 = =(g,)》。 易 知 x=xmodg,,i=1,…,k。 因 此 有 
X=X modg, 队 
Xd <\ 
x=X modgr A- 
上 式 可 由 中 国 剩余 定理 高 效 地 求解 += modg 。 SS 
例如 设 一 个 循环 群 Zi 其 阶 为 9= p 一 了 *3*5 。 设 g=3,7=26, 现 求 log,26( 以 
下 运算 略 去 (mod 31))。 er 
Ei SS) =30' =26!; =30 
cy Re -2 236")= 
GS Ee = (3) =16 
于 是 ， 我 们 用 小 步 / 上 述 小 到 
是 ， 我 们 用 用 小 步 /旋光 求解 述 We 


XN “5 3iod3 


x=1lmod2 
由 中 国 剩余 定理 可 求解 x=5mod30 ， 即 3 = 26mod31 。 


Pohlig-Hellman 算法 的 时 间 复杂 度 为 Olpoblog(g)* ST 。 由 于 9 最 多 有 1log(9) 个 因 


子 ， 因 此 ， 时 间 复 杂 度 可 简化 为 O(polylog(q)* max， {Yq) 。 因 为 Pohlig-Hellman 法 的 时 间 

复杂 度 取决 于 群 阶 g 的 最 大 因子 q , 与 小 步 /大 步 法 相 比 有 明显 的 改善 。 然 而 Pohlig-Hellman 

法 仅 当 g, 较 小 时 才 有 效 。 

例如 ， 考 虑 乘法 群 Z, ， 其 中 为 107 位 十 进 制 素数 : 
p=2270882319867810397431451819502710215852505249675928 

5596453269189798311427475159776411276642277139650833937 

因子 分 解 p-1= 2* x104729 x 224737* x350377* 。 由 于 -1 的 最 大 素数 因子 仅 为 350377， 

这 样 Pohlig-Hellman 法 计算 离散 对 数 问题 就 简单 了 。 然 而 ， 如 果 忆 -1 含 大 素数 因子 ， 那 么 

Pohlig-Hellman 法 就 无 效 了 。 根 据 Pohlig-Hellman 法 ， 我 们 在 选择 群 2 时 ， 要 求 p-1 有 大 

素数 因子 。 
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8.5 ” ACM 的 经 典 问题 


8.5.1 简单 的 加 密 算法 (难度 : 女友 交 冯 六 ) 
1. 题目 描述 


简单 的 加 密 算法 :把 字符 串 中 的 字符 蔡 换 成 另外 的 字符 ， 只 有 对 方 知道 如 何 蔡 换 就 可 
以 解密 。 要 求 根据 给 定 的 加 密 方法 和 密 文 ， 得 到 原始 消息 。 

输入 格式 

第 一 行 输入 密 钥 ， 第 二 行 输入 密 文 。 r 

输出 格式 ,人 

对 输入 的 数据 输出 解密 后 的 原始 信息 。 & 

输入 样 例 次 

eydbkmiqugjxlvtzpnwohracsf Xr 


Kifq oua zarxa suar bti yaagrj fa xtfgrj 
输出 样 例 


Jump the fence when you RO 


2， 题目 分 析 


第 一 行 的 dt wai 含义 是 a 对 应 e、b 对 应 y、c 
对 应 d, …。 因此, 只 要 序列 中 的 相应 字符 蔡 换 为 对 应 后 面 的 字符 即 可 。 即 对 于 “Kifq 
oua Zarxa suar bti yaagrj fa xtferj”， 把 K 替换 成 把 i 替换 成 u， 把 下 替换 成 m，…。 但 要 
< 人 泡 
注意 大 小 写 wa AS 
编程 的 时 以 定义 数组 表示 密 钥 。 然 后 对 密 文 进行 遍历 得 到 原始 信息 
3， 问题 实现 





#include<stdio.h> 
void main(){ 
char a[l28], b[100], c[100]; 


Ln 

nt 

//freopen("in.txt", "“r", stdin); 
O(a 


scanf ("%c", &al[lil]); 
} 
for(i = "arii< = rz17i++){ 
ali=32] = alil=32e // 复 制 到 大 写字 母 的 区 域 
} 
getchar (); 
gets (b) 7 // 输 入 需要 转换 的 字符 串 


CC pp a 


while(b[j]! = '\0'){ // 如 果 需 要 转换 的 字符 串 没有 到 达 末 尾 继续 转换 
BEND ES ee // 如 果 是 空格 ， 不 转换 
cs 二 忆 癌 球 
continue; 
} 
cfj] = alb[lj]]l; 
j++» 
} 
eg // 加 上 结束 符 
puts(c); 
} 





8.5.2 古代 密码 (难度 : 友 友 友 六 六 ) 
.题目 描述 CR 

古 罗 马 帝 国有 两 种 简单 的 加 密 算 法 , 第 一 re 例如 把 a-y 分 别 蔡 换 成 b-z， 
把 z 蔡 换 成 a， 这 样 可 以 把 VICTORIOUS 替换 成 WJD 

第 二 种 是 打 乱 顺序 消息 的 顺序 ， 例 如 <2,1 SY , 6, 10, 9, 8> 的 含义 就 是 把 第 二 个 字 
符 放 在 第 一 位 ， 而 把 第 一 rer 位 后 是 第 5 个 字符 ， 第 4 个 字符 ，…， 可 
以 把 VICTORIOUS 蔡 换 成 IVOTCIR: 

后 来 发 现 同时 使 用 两 种 算 ; 把 果 更 好 可 以 把 VICTORIOUS 替换 成 
JWPUDJSTVP。 SP 站 

题目 要 求 : 人 不能 和 三 各 的 原文 和 的 第 - 泊 的 入 广 ， 














输入 格式 ,i we 
ee ‘和 A 第 立行 原文 。 
输出 格式 
如 果 能 够 按 此 方法 把 第 二 NW 行 的 密 文 ， 则 输出 YES， 否 则 输出 NO。 
输入 样 例 

JWPUDJSTVP 

VICTORIOUS 
输出 样 例 

YES 


2. 题目 分 析 


首先 ， 要 找 出 规律 ， 第 二 种 方法 只 会 改变 每 个 字符 的 位 置 ， 但 是 不 会 影响 每 个 字符 在 
字符 串 中 出 现 的 次 数 。 例 如 A 在 原来 的 字符 串 中 出 现 3 次 ， 那 么 通过 第 二 种 算法 它 出 现 的 
次 数 还 是 3 次 。 第 一 种 算法 虽然 改变 了 字符 串 的 内 容 ， 但 是 有 些 东西 没有 变化 ， 例 如 原来 
字符 串 中 的 a、b、c 出 现 的 次 数 分 别 nl、n2、n3， 假 设 abc 替换 def， 则 d、e、f 出现 的 次 
数 应 该 是 n1、n2、n3。 所 以 只 要 保证 相对 位 置 上 的 字符 出 现 的 次 数 相同 即 可 实现 转换 。 

统计 输入 信息 第 一 行 中 每 个 字符 出 现 的 次 数 。 使 用 长 度 为 26 的 数组 表示 , 分 别 表示 字 
母 A 到 字母 Z 出 现 的 次 数 ， 使 用 int[] a 表示 。 
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统计 输入 信息 第 二 行 中 的 每 个 字符 出 现 的 次 数 。 使 用 长 度 为 26 的 数组 表示 , 分 别 表示 
字母 A 到 字母 Z 出 现 的 次 数 ， 使 用 int[] b 表示 。 

我 们 循环 26 次 ， 第 j 次 循环 中 ， 再 循环 比较 a[(ij)%26] 与 b[ij 是 否 相 同 ， 如 果 都 相同 
则 说 明 能 够 转换 ， 输 出 YES 即 可 ， 退 出 外 层 循环 ， 否 则 继续 循环 。 如 果 26 次 循环 完 之 后 ， 
没有 得 到 结果 ， 输 出 NO。 


3， 问 题 实现 
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本 章 介 绍 了 著名 的 并 已 得 到 广泛 应 用 的 两 类 公 钥 密码 体制 ， RSA 公 钥 密码 体制 和 离散 
对 数 密码 体制 ， 并 给 出 算法 实现 过 程 。 同 时 ， 我 们 介绍 了 这 两 类 公 钼 体制 的 基石 : 因子 分 
解 问题 和 离散 对 数 问题 。 

我 们 介绍 了 RSA 算法 的 原理 ， 介 绍 了 实现 RSA 算法 的 关键 技术 步骤 ， 如 快速 模 罕 算 
法 、Miller-Rabin 素数 判定 算法 、 扩 展 欧 几 里 得 算法 。 然 后 ， 我 们 介绍 了 求解 因子 分 解 的 算 
法 Pollard's p-1 和 Pollard's rho 方法 。 

我 们 也 介绍 了 另 一 类 基于 离散 对 数 问题 的 公 钥 密 码 体制 : Diffie-Hellman 密 钥 交换 协议 
和 ElGamal 公 钥 加 密 体制 。 然后， 我 们 介绍 了 求解 离散 对 数 问题 小 步 /大 步 法 和 Pohlig- 
Hellman 法 。 

通过 本 章 的 学 习 , 我 们 应 该 掌握 公 钥 密码 学 的 概念 ,理解 RSA 公 钥 密码 体制 和 离散 对 
数 公 钥 密码 体制 工作 原理 以 及 实现 细节 ， 能 够 编程 实现 这 些 算法 ， 并 且 了 解 因子 分 解 问题 
和 离散 对 数 问题 的 求解 过 程 。 

同时 ， 本 章 最 后 也 对 ACM 两 个 经 典 问题 (简单 加 密 算法 问题 、 古 代 密码 问题 ) 进 行 了 解 
析 ， 以 期 提高 大 家 对 加 密 算法 的 掌握 程度 。 
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87 习 题 


1. 使 用 RSA 的 公 钥 加 密 体制 中 ， 已 知 公 钥 n=33，e=7，M=5， 那 么 密 文 是 多 少 ? 

2. 使 用 RSA 的 公 钥 加 密 体 制 中 ， 已 知 公 钥 e=5，n=35， 现 已 截获 一 个 密 文 C= 10， 
那么 明文 M 是 多 少 ? 

3，Bob 使 用 RSA 公 钥 加 密 体制 ， 其 中 模 数 n 非常 大 ， 不 能 够 因子 分 解 。 假 设 Alice 
给 Bob 发 送 消息 ， 她 将 消息 按 字母 单独 分 组 加 密 ， 这 种 方法 安全 吗 ? 为 什么 ? 

4. Bob 截获 了 一 个 发 给 Alice 的 密 文 C， 它 是 用 Alice 的 公 钥 加 密 e 的 。Bob 想得到 明 
文 M。 如 果 他 选择 一 个 小 于 的 随机 数 x:， 并 计算 伦 























Z=r modN 
X=ZCmodN < 
然后 ，Bob 将 X 发 送 给 Alice 解密 ，Alice 返回 rz Xap 。 这 时 ，Bob 可 以 求解 明文 
M 吗 ? NX 
5. 在 RSA 的 公 钥 加 密 体制 中 ， 假 设 用 Bo 私 钥 d 不 小 心 泄露 了 ， 他 决定 用 同样 
的 模 数 来 生产 新 的 公 钥 e 和 私 钥 4， 这 做 安全 ? 为 什么 ? 
6. 使 用 快速 模 容 算法 ， 计算 Sha 4 ， 并 给 出 计算 过 程 。 
7. Alice 和 Bob 使 用 Diffie-He re 设 素数 为 p=31， 生 成 
元 g=7。 > 本 
(a) 如 果 Alice 的 私 钥 %=Sy 网 的 人 多 是 多 区 3 人 
(b) 如 果 Bob 全 = 12， 则 他 的 公 给 仙人 
(c) A 
8. 设 Bl 制 素数 = ; ,和 7。 如 Bob 的 公 钥 为 Y=3，Alice 选择 的 随 
机 数 =2， 对 全 M= 30 的 密 文 是 多 少 ? 
9. Diffie-Hellman 密 钥 交换 协议 容易 受到 中 间 人 攻击 ， 请 给 出 中 间 人 攻击 方法 ， 并 说 
明 如 何 避 免 中 间 人 攻击 。 
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艾 伦 . 麦 席 森 。 图 灵 (Alan Mathison Turing)， 又 译名 阿兰 。 图 灵 ， 是 英国 数学 家 、 逻 辑 
学 家 ， 他 被 视 为 计算 机 科学 之 父 ， 如 图 9.1 所 示 





图 9.1 图 灵 
1931 年 图 录入 剑桥 大 学 国王 学 院 ， 毕 业 后 到 美国 普林斯顿 大 学 攻读 博士 学 位 ， 二 战 爆 




















发 后 回 到 剑桥 ,后 曾 协助 军 方 破解 德国 的 著名 密码 系统 Enigma， 对 盟 军 取得 了 二 战 的 胜利 
有 一 定 的 帮助 。 
图 灵 对 于 人 工 智能 的 发 展 有 诸多 贡献 ， 例 如 图 灵 曾 写 过 一 篇 名 为 《机 器 会 思考 吗 ? 》 
(Can Machines Think?) 的 论文 ， 其 中 提出 了 一 种 用 于 判定 机 器 是 否 具 有 智能 的 试验 方法 ， 即 
到 灵 测 试 。 至 今 ， 每 年 都 有 试验 的 比赛 。 此 外 ， 图 灵 提 出 著名 的 图 灵机 模型 为 现代 计算 机 
斥 逻 辑 工 作 方 式 葛 定 了 基础 。 图 9.2 为 图 灵机 的 艺术 表示 。 
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9.2 图 灵机 的 艺术 表示 


从 计算 的 角度 来 看 ,考虑 要 解决 问题 的 内 在 复杂 性 ， 其 是 “ 易 解 的 (tactable)” 还 是“ 难 
解 的 (intractable)” 呢 "? 通过 解决 问题 所 需要 的 计算 量 可 以 度量 问 的 计算 复杂 性 。 人 们 将 
可 在 多 项 式 时 间 内 解决 的 问题 看 成 是 “ 易 解 ”的 了 类 问题 “而 将 需要 指数 函数 时 间 解决 的 
问题 看 成 是 “ 难 解 的 ”NP 类 问题 。 其 中 ， 易 解 首先 必须 是 有 解 的 ， 即 存在 一 个 解答 ; 其 次 ， 
这 个 解答 能 够 被 找 出 来 。 而 第 二 个 属性 非常 重要 这 个 局 性 味 着 寻找 解答 的 算法 的 时 间 
和 空间 效率 必须 是 合理 的 ， 可 以 达到 的 。 如 宋 解 答 一 个 问题 要 的 时 间或 空间 无 限 的 ， 自 
然 我 们 就 不 能 寻找 到 答案 。 因 为 目前 世界 士 尚 不 存在 一 台 空 间 无 限 的 计算 机 ， 而 且 也 没有 
什么 人 能 长 生 不 老 。 例 如 ， 排 序 问题 、 查 找 问 题 、 欧 拉 回路 问题 等 都 属于 易 处 理 问题 ， 而 
旅行 商 问题 、 汉 庄 塔 问题 、 哈 密 尔 锐 回路 问 是 等 则 属于 兹 处 理 的 问题 。 
另外 ， 我 们 要 特别 提请 注意 : 所 谓 “ 在 多 项 式 时 间 内 可 解 ”是 相对 于 输入 的 规模 而 言 
的 ， 即 求解 所 花费 的 成 本 可以 表示 为 输入 规模 的 二 个 多 项 式 。 如 果 输 入 规模 本 身 就 是 指数 
级 的 ， 则 无 论 算法 如 构造 ， 其 最 终结 果 必 然 是 指数 级 的 。 因 此 ， 独 立 于 输入 规模 来 谈 多 
项 式 级 或 指数 级 是 没有 意义 的 。 5 
如 果 事先 知道 解决 一 个 问题 的 计算 时 间 下 界 ， 那 么 我 们 就 可 以 对 解决 该 类 问题 的 各 种 
算法 的 效率 做 出 正确 的 评价 ， 同 时 可 以 确定 已 有 算法 还 有 多 少 改进 的 余地 。 虽 然 已 有 的 各 
种 分 析 问 题 计算 复 杂 性 的 方法 和 工具 ， 可 以 准确 地 确定 一 些 问题 的 计算 复杂 性 ， 但 仍 存 在 
许多 的 实际 问题 ， 至 今 仍 无 法 确切 分 析 其 内 在 的 计算 复杂 性 。 因 此 ， 只 能 用 分 类 的 方法 将 
计算 复杂 性 大 致 相同 的 问题 归 类 研究 。 







































































9.1 决策 问题 和 优化 问题 





我 们 这 本 书 讨论 的 所 有 问题 都 可 以 归纳 为 两 种 类 型 : 决策 问题 和 优化 问题 。 其 中 ， 决 
策 问题 讨论 的 是 “一 个 特定 的 表述 ”是 否 为 真 ， 而 优化 问题 讨论 的 则 是 寻找 一 个 最 好 或 得 
分 最 高 的 解答 “(这 个 最 好 或 得 分 最 高 是 按照 人 们 事先 规定 的 标准 进行 判断 的 )。 

例如 ， 对 于 一 个 带 权重 的 连通 图 ， 寻 找 一 棵 最 小 生成 树 就 是 一 个 优化 问题 ， 即 在 所 有 





























@ 我 们 把 可 以 在 多 项 式 时 间 内 求解 的 问题 称 为 易 解 的 , 而 不 能 在 多 项 式 时 间 内 求解 的 问题 则 称 为 难 解 的 。 
@ 用 人 生来 做 比喻 ， 决 策 问题 就 是 “选择 活着 还 是 选择 死亡 ”， 优 化 问题 就 是 “怎样 活 出 最 好 的 人 生 ”。 
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可 能 的 生成 树 里 (所 有 潜在 答案 )， 要 找 那 棵 成 本 最 低 的 生成 树 (优化 目标 )。 而 同一 个 问题 ， 
也 可 用 决策 问题 来 表示 ， 给 定 一 个 带 权重 的 连通 图 和 一 个 成 本 值 <， 是 否 存在 一 棵 其 成 本 
小 于 等 于 c 的 生成 树 。 

优化 问题 和 决策 问题 是 相伴 而 行 的 ， 即 有 一 个 优化 问题 ， 就 有 一 个 对 应 的 决策 问题 ， 
而 每 一 个 决策 问题 也 对 应 一 个 优化 问题 。 例 如 ， 对 于 背包 问题 ， 其 对 应 的 决策 问题 是 : 给 
定 n 个 物品 、 物 品 i 的 价值 w，、 重 量 w、 一 个 总 重量 w 和 实数 c; 是 否 存在 一 个 物品 组 合 
其 价值 大 于 等 于 c， 而 总 重量 小 于 等 于 w? 

再 举 一 个 例子 ， 旅 行 售货员 问题 。 这 个 问题 本 是 一 个 优化 问题 : 给 定 一 个 带 权重 的 完 
全 图 ， 要 求 寻找 一 个 权重 最 小 的 汉密尔顿 回路 。 但 它 存在 一 个 对 应 的 决策 问题 : 给 定 一 
带 权重 的 完全 图 和 实数 c， 是 否 存在 一 个 权重 不 超过 c 的 汉密尔顿 回路 ? 

从 某 种 角度 看 , 决策 问题 和 优化 问题 是 可 以 相互 转换 的 。 例 如 “选择 活着 或 选择 死亡 ” 
看 上 去 是 一 个 决策 问题 ， we 
呢 ? ”对 于 某 些 人 来 说 ， 旅 行 售货员 问题 “选择 活着 ”会 贡献 大 点 ;对 另 一 些 人 来 说 ,“ 选 
ROOT 

这 个 决策 和 优化 问题 之 间 的 关系 和 转换 对 于 重要 。 正 是 由 于 它们 之 间 存 
在 的 对 应 及 相互 转换 ， 我 们 下 es 

AR 通常 融 要 提供 一个 “证 人” 米 证 明 我 们 的 
可 答 。 例 如 ， A ner 点 中，…， 的 任意 排列 都 是 一 个 潜在 的 证 
入。 但 如 果 在 此 排列 下 ， mat we 区 名 与 相 邻 ， 则 这 个 证 人 就 是 “ 真 
证 人 。 而 对 于 旅行 售货员 问题 ,7 个 汉密尔顿 个 潜在 证 人 ， 而 如 果 该 证 人 
的 成 本 不 超过 c， a 
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9.2.1 _P 类 问 


现在 我 们 可 以 来 定义 算法 中 著名 的 P 类 问题 了 。 一 个 决策 问题 D ， 如 果 其 满足 下 列 条 
件 ， 则 被 认为 是 多 项 式 时 间 可 求解 的 : 

(1) 存在 一 个 算法 4，4 的 输入 是 D 的 实例 ，4 总 是 正确 地 输出 “是 ”和 “ 否 ”的 答案 。 

(2) 存在 一 个 多 项 式 函 数 p, 如果 D 的 实例 大 小 为 n, 则 4 在 不 超过 p(n) 个 步骤 里 终结 。 

如 果 一 个 问题 是 多 项 式 时 间 可 求解 的 ， 则 我 们 说 这 个 问题 属于 P 类 问题 ! 而 所 有 满足 
上 述 条 件 的 问题 就 构成 了 P 类 问题 的 集合 ! 

对 一 个 算法 来 说 ， 如 果 其 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 性 是 输入 规模 的 一 个 多 项 式 函数 ， 则 
该 算法 被 称 为 多 项 式 限定 的 (Polynomial Bounded)。 具 有 多 项 式 限定 算法 的 问题 称 为 多 项 式 
限定 问题 。 从 这 个 角度 看 ，P 类 问题 就 是 多 项 式 限定 的 决策 问题 。 例 如 ， 最 小 生成 树 问题 
就 是 一 个 P 类 问题 。 

通常 ， 人 们 将 P 类 问题 等 同 于 计算 可 行 性 问题 ， 或 者 说 ， 易 解 的 问题 。 但 这 个 看 法 并 
不 现实 。 例 如 mw” 问题 是 易 解 的 问题 吗 ? 但 即便 如 此 ， 算 法 分 析 中 一 个 基本 观点 还 是 多 项 
式 (或 更 低 阶 ) 函 数 是 合理 增长 的 、 可 控 的 ， 即 易 解 问题 ; 指数 (或 更 高 阶 ) 函 数 是 爆炸 式 上 升 
的 、 不 可 接受 的 ， 即 难 解 问题 。 
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9.2.2 ”NP 类 问题 


与 P 类 问题 对 应 是 所 谓 的 NP 问题 。 也 许 大 家 都 听 说 过 NP， 但 NP 代表 什么 意思 呢 ? 
有 人 说 NP 代表 “不 是 问题 ”(No Problem)， 有 人 说 它 代表 非 多 项 式 可 解 (Not Polynomial)， 
还 有 人 说 代表 不 可 能 (Not Possible) 等 。 不 过 这 些 说 法 都 不 正确 。 那么 NP 到 底 是 什么 呢 ? 它 
是 Non-Deterministically Polynomial-time solvable 的 缩写 ， 即 非 确定 性 多 项 式 时 间 可 解 的 意 
思 。 而 它 与 P 类 的 多 项 式 时 间 可 解 是 对 应 的 。 其 中 ,“ 多 项 式 时 间 可 解 ”实际 上 指 的 是 “ 确 
定性 多 项 式 时 间 可 解 ” 

一 个 决策 问题 D， 如 果 满 足下 列 条 件 ， 我 们 就 称 其 为 非 确定 性 多 项 式 时 间 可 解 : 

(1) 存在 一 个 算法 4，4 的 输入 是 D 的 潜在 证 人 ，4 总 是 正确 辨认 该 证 人 的 真 假 。 
(2) 存在 一 个 多 项 式 函数 p， me 必 则 4 在 不 超过 p(n) 











个 步骤 里 终结 。 如 果 一 个 问题 是 非 确定 性 多 项 式 时 间 可 求解 的 门 说 这 个 问题 属于 NP 
类 问题 。 
乍 一 看 ，NP 的 定义 似乎 与 P 的 定义 一 样 。 这 个 区 别 ) 2 1 条 上 。P 定义 的 第 1 条 是 
能 够 给 出 答案 ， 而 NP 定义 的 第 1 条 是 能 够 指出 一 个 否 正 确 。 众 所 周知 ， 给 出 答案 
人 NO 而 不 愿意 
做 解答 























题 ! 其 等 价 的 定义 是 NP 代表 所 2 匀 个 确定 性 图 灵机 在 多 项 开 站 间 内 验证 的 


从 员外 一 个 角度 丰 ， NP We ttt 
问题 。 


入- 光 ， meni ol 
图 灵 在 TT Te -个 虚无 红 纳 的 图 灵机 概念 。 
该 虚拟 机 器 (注意 不 要 与 今天 的 虚拟 机 搞 混 了 ) 虽 然 简单 ， 但 功能 极为 强大 。 
9 3 1 图 灵机 的 定义 


确定 性 图 灵机 ， 或 简单 地 说 ， 图 灵机 是 一 个 状态 机 。 我 们 可 以 将 图 灵机 抽象 成 为 一 个 
带 有 很 长 磁带 的 机 器 ， 机 器 的 磁头 在 磁带 上 左右 移动 。 磁 头 下 面 的 字母 为 图 灵机 的 输入 ， 
如 图 9.3 所 示 。 












































磁带 IAINIKIB|IVIUILIPIFIXIVIF|ISIDILIL 


9.3 图 灵机 示意 
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由 有 限 状 态 控 制 器 和 条 读 写 带 组 成 ， 读 写 带 右 边 无 限 长 ， 每 一 条 读 写 带 从 左 至 右 划 
分 为 若干 单元 ， 每 一 个 单元 可 存放 有 限 个 带 符号 中 的 一 个 ， 每 条 读 写 带 上 有 一 个 可 进行 读 
和 写 的 带头 ， 操 作 由 有 限 控制 的 原始 程序 决定 ， 有 限 控制 属于 有 限 状态 中 的 一 个 。 

上 带 图 灵机 模型 如 图 9.4 所 示 。 






















































































带 k TL RS | es 
ke 灵机 模型 


CN 
图 灵机 的 计算 步骤 如 下 SN A 
(CD 根据 当前 状态 和 各 带头 扫描 到 当前 符号 所 确 的 名 出 关 系 ,当前 居 才 改变 为 新 疙 
C) 根据 程序 规定 , .或 清除 名 带头 下 当前 方 格 音 原 有 带 的 符号 ， 
G) 独立 地 将 某 一 个 丙 所 有 带头 向 左 (L) 或 向 有 ( ) 移动 一 个 方 格 或 者 停 (5) 在 当前 位 
Se 2 eS 

置 不 动 。 < 

| 2 
9.3.2 k 带 图 灵 式 化 描述 


一 个 上 带 图 灵机 可 用 一 个 7 元 组 (0,7,1,6,4b,qo,q)) 表示 ， 其 中 ，Q 是 有 限 个 状态 集合 ; 
了 是 有 限 个 带 符号 集合 ; 了 是 输入 符号 集合 ，J c 7 ; b 是 唯一 的 空白 符 ，be7T-J; gq, 是 
初始 状态 ， gj 是 终止 (或 接受 ) 状 态 ，5 是 带头 移动 函数 ，5 : QxT* 一 QOx(Tx{L,R,S})*。 

当 图 灵机 由 状态 4 变 为 状态 g' 时 , 移动 函数 将 给 出 一 个 新 的 状态 和 kk 个 由 新 的 带 符 号 和 
读 写 头 移动 方向 所 组 成 的 序 偶 ， 可 表示 为 6(q,ai,a;,…,a)=(g",(ai,di),(ay,d;)…, (qd,di))。 
其 中 , w 是 图 灵机 处 于 状态 g 时 的 第 i 条 读 写 带 当前 方 格 下 的 符号 , 图 灵机 状态 由 g 变 为 9 
时 , 清除 a,, 写 上 新 符号 a,, 并 按 qd 指定 的 方向 移动 读 写 头 。 其 中 ，4d 取 值 集合 为 {L,R,S}， 
工 表 示 左 移 一 格 ，R 表示 右 移 一 格 ，S 表示 停止 不 动 。 图 灵机 既 能 作为 语言 接收 器 ， 也 可 以 
作为 函数 计算 器 。 
9.3.3 图 灵机 计算 实例 


例 9.1 利用 二 进 制 计算 “+1” 的 1 带 图 灵机 ， 要 求 计 算 完成 时 ， 读 写 头 要 回归 原 位 。 
构造 图 灵机 如 下 : 
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售 ”状态 集合 O: {Start, Add,Carry, Noncarry,Overflow, Return, Halt} : 
今 “ 带 符号 集合 7 {0,1,*}; 
今 “ 空 白 符 号 0 *; 

今 “ 输 入 符号 集合 大 {0,1}; 
信 ”初始 状态 Start ; 

仿 ”停机 状态 h: Halt。 

带头 移动 函数 5 的 映射 规则 如 表 9.1 所 示 。 


表 9.1 例 9.1 移动 函数 5 









































输 入 响 应 
当前 状态 当前 符号 新 符号 读 写 头 移动 新 状态 
Start * | :+ | /< Add 
Add da | | L Noncarry 
Add ! | 。 WELr Carry 
Add * | * NS > Halt 
Cany oo | | L Noncamy 
Cam ! | KY | L Cary 
Cany “RE | L Overflow 
Noncary oo uh oo |.%P Noncarry 
Noncany UK| 1 XM Lr Noncarry 
Noncarry 气 全 一 | R Retum 
Overflow >0 或 1 | ,YY | R Return 
km oo | 0 | R Retum 
Rum | 1 | R Retum 
Retum | S Halt 
利用 该 图 灵机 计算 5+1 的 过 程 如 图 9.5 所 示 。 
| +* | 110 | 1 | . | 1 | 0 
(a) (b) 
Carry Noncarry 
(c) (d) 


图 9.5 图 灵机 计算 5+1 示意 
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||o|* a 1 | 0 WW 
[Noncarry | LReturn | 
(e) (D 





(g) 
图 9.5 图 灵机 计算 5+1 示意 ( 续 ) 

例 9.2 识别 字母 表 {0,1} 上 回 文 的 2 带 图 灵机 。 ge 
状态 集合 OQ: {gq0,41,9;,43,44,4s}; x > 
带 符号 集合 T:， {0,1,*}; MAN、 
空白 符号 b: *; XAN 
输入 符号 集合 I: {0,1}; 4 
初始 状态 s: qu; Se SN 
仿 “ 停 机 状态 请 9 。 ER 

识别 回 文 时 ， 先 在 第 2 条 带 的 第 东 不 格子 中 写 入 特殊 符号 x， 并 从 第 1 条 带 复 仙 初始 
输入 串 到 第 2 条 带 上 ， 接 下 来 将 第 并 条 带 的 带头 移 到 符号 测 所 在 位 置 ; 重复 如 下 动作 ， 带 
2 的 带头 每 次 向 右 移动 1 格 的 同时 、 带 1 的 带头 向 左 移动 格 ， 并 比较 两 个 带头 读 取 的 内 
容 ， 如 果 所 有 的 符号 都 是 相同 的 ， 则 是 回 文 ， 图 灵机 进入 状态 g,， 否则 图 灵机 将 位 于 一 个 
无 法 进行 合法 移动 的 位 置 而 停机 ， 则 定义 带头 移动 函数 9 的 映射 规则 如 表 9.2 所 示 。 
也 许 你 觉得 图 灵机 功能 很 有 限 ， 无 非 就 是 按照 输入 字符 和 所 处 状态 进行 输出 和 状态 转 
换 。 如 果 你 这 料想 ; 那 就 错 了 。 对 字符 串 进行 处 理 是 对 一 般 问 题 的 抽象 化 ! 因为 所 有 的 问 
题 都 可 以 转换 为 对 字符 串 的 处 理 。 任 何 一 个 问题 的 输入 都 可 以 表述 为 一 个 字符 串 ， 任 何 一 
个 指法 也 可 用 表述 为 一 个 字符 串 ， 基 至 任何 问题 本 身 者 可 以 表示 为 字符 第 。 因 此 ， 图 灵机 
的 这 三 个 简单 的 输出 动作 能 够 解决 世界 上 很 多 的 问题 。 

















和 SAT7Y 






































表 9.2 例 9.2 带头 移动 函数 5 

















带 1 非 空 , 带 2 上 输出 x 并 右 移 带 头 , 进入 状态 
qi， 否 则 进入 状态 qs 





b.S 








在 qi 状态 下 ， 将 带 1 上 的 符号 写 到 带 2 直到 读 
到 带 1 上 的 符号 b 为 止 ， 之 后 进入 状态 9 
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续 表 













































新 符号 ,带头 移动 
状态 | 带 1 | 带 2| 带 1 
b 0 b.S 
带 1 带头 不 动 , 向 左 移动 带 2 带头 , 直到 遇 到 x 
骂 上 B'S 进入 状态 gs 
b b.L 
0 0.S 
”| 。 LS 图 灵机 的 控制 器 在 gs、 gs 之 间 相互 交 营 变换 , 在 
2 0L qs 时 ,比较 带 1 和 带 2 上 的 符号 , 并 将 带 2 带头 
0 an Ca ll 各 果 囊 类 2 
1 
1 
0 
1 











9.4.1“ 非 确定 性 图 灵机 定义 


非 确定 性 图 灵机 与 确定 性 图 灵机 的 区 别 是 
二 证 也 就 是 说 对 应 同一 个 状态 和 输入 ; 
， 在 状态 让 的 时 候 ， 如 果 输 入 符号 为 X 刚 
we -个 位 置 ， 并 进入 状态 4; 它 也 有 可 
留 在 状态 1 中 ， 它 也 完全 有 可 能 输出 符 


从 另 一 个 角度 来 说 ， 确 定性 图 灵机 表述 的 





态 和 输入 时 ， 其 行为 将 不 是 唯一 
灵机 可 以 有 多 种 行为 来 选择 。 例 
| 一 个 非 确定 性 图 灵机 可 能 输出 符号 Y， 将 磁 

能 输出 符号 X， 将 磁头 往 右 移 动 一 位 ， 并 


2 磁头 往 左 移 动 一 位 ， 进入 状态 5 等 。 


是 因果 关系 ， 而 非 确定 性 图 灵机 表述 的 不 是 


号 
表 

因果 关系 ! 对 于 大 部 分 人 来 说 ， 确 定性 图 灵机 比较 容易 理解 ， 而 非 确定 性 图 灵机 显得 很 抽 
有 


象 。 因 为 人 们 习惯 了 因果 关系 ， 对 于 没有 因果 
当然 ， 非 确定 性 图 灵机 要 比 你 高 明 ， 它 的 
好 的 反应 ”! 换 一 个 角度 来 说 ， 非 确定 性 图 灵 村 











关系 的 事情 难以 理解 。 
行为 虽然 我 们 不 能 确定 ， 但 它 总 是 会 选择 最 
是 世界 上 最 幸运 的 猜谜 手 ， 它 总 能 在 无 数 可 




















能 中 猜 中 最 好 的 选择 ， 即 选择 最 好 的 状态 转换 以 达到 其 最 终 目 的 (进入 接受 状态 )， 如 果 这 





样 一 种 选择 存在 的 话 ! 

















在 上 一 节 的 图 灵机 模型 中 ， 移 动 函数 5 是 单 值 的 ， 即 对 于 Qx7* 中 的 每 一 个 值 ， 当 它 








属于 5 的 定义 时 ，Qx(Tx{L,R,S})* 中 有 了 唯一 
机 (Deterministic Turing Machine, DTMD)。 











的 值 与 之 对 应 ， 称 这 种 图 灵机 为 确定 性 图 灵 














@ 我 们 也 可 用 另 一 种 方式 来 理解 确定 性 图 灵机 和 非 确定 性 图 灵机 的 区 别 : 确定 性 图 灵机 只 能 跟踪 一 条 计 
算 路 径 ， 而 非 确定 性 图 灵机 则 拥有 一 个 计算 树 ， 即 同时 跟踪 多 个 计算 路 径 。 如 果 其 中 一 个 路 径 引 向 终 


止 状态 ， 则 说 非 确定 性 图 灵机 接受 了 给 定 的 输入 。 








内 
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9.4.2，” 非 确定 性 图 灵机 形式 化 描述 
一 个 上 带 的 非 确定 性 图 灵机 (简称 NDTM)M 也 可 以 用 一 个 七 元 组 (2,7,7.5, 六 go,g7) 表 

示 ， 与 DTM 不 同 的 是 ， 对 于 Ox7* 中 每 一 个 属于 5 的 定义 域 的 值 (qz 的 ) ， 
Qx(Tx{L,R,S})* 中 有 唯一 的 一 个 子 集 6(gq,*,%,…, 尺 ) 中 随意 选 定 一 个 值 作为 移动 函数 5 
的 函数 值 。 每 个 选择 包含 一 个 新 的 状态 、 上 个 新 的 磁带 符号 和 上 个 磁头 的 k 个 移动 。 注 意 ， 
NDTM M 可 能 选择 这 些 移动 中 的 任何 一 个 , 但 是 它 不 可 能 从 一 个 移动 中 选择 状态 而 从 另 一 
个 移动 中 选择 新 的 磁带 符号 ， 或 者 作 任何 其 他 的 移动 组 合 。 

(Gomisd) (dah d) 
| (Gd (ad (asd )) 














6(g, ,Xs Xi) 
GD) 
“ 则 5 映射 表示 的 是 DTM。 


(gq,, (qs (ad 
在 上 式 中 车 + 宇 2， 则 5 映射 表示 的 是 NDTM; 若 


9.4.3“” 非 确定 性 图 灵机 计算 实例 


例 9.3 设计 一 个 NDTM 接受 形 为 1001025210 的 字符 串 , 存 在 某 个 集合 1E {1,2,…, 由 ， 
有 部 i = 并) 。 也 就 是 说 ， 如 果 w 代表 的 整数 列表 站 友 ，… 记 能够 分 割 成 两 个 子 列表 ， 其 中 


一 个 字 列 表 上 的 整数 和 等 于 另 - -个 字 列 天 上 的 整数 和 ， 则 ; 商 将 被 接受 ， 这 个 问题 叫做 分 割 
问题 。 A \ 尽 厂 






+ 








i 
?了 


F 面 设计 一 个 3 带 NDTM 订 来 识别 这 个 语言 X 它 从 左 到 右 扫 描 输 入 带 ， 每 次 扫 措 一 个 
0 块 到 达 0”，i 个 0 将 不 确定 地 添加 到 带 2 或 带 3 上 。 当 到 达 输 入 末尾 时 ，NDTM 将 检查 
它 是 否 已 经 在 带 2 主 和 带 3 上 放置 了 粗 等 数量 的 0。 如 果 是 ， 则 接受 它 。 形 式 上 记 作 
MM =({qo,41,g3},A0,1,b,S},{0, 上 ),6,5,4o,9;) 。 其中， 移动 函数 6 如 表 9.3 所 示 。 














表 9.3 例 9.3 移动 函数 5 




















当前 符号 
状态 让 了 本 高 2 注 释 
a i ， 用 S 标 记 带 2 和 带 3 的 左 端 ， 然 
后 转 到 状态 gq 
这 里 选择 是 否 将 下 一 块 写 到 带 2 
a 1 b Ji 
或 带 3 
复制 0 块 到 带 2。 然后 , 若 在 带 1 
1 遇 到 带 1， 则 回 到 状态 % ; 如 果 
， 在 带 1 遇 到 b， 则 转向 状态 gq ， 
比较 带 2 和 3 的 长 度 
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续 表 















注 





释 








和 状态 9, 基本 相同 ， 只 是 写 到 
带 3 上 





比较 带 2 和 带 3 的 长 度 





图 9.6 表明 NDTM 对 输入 1010010 可 能 得 到 许多 移动 序列 中 的 两 个 .第 一 个 导致 接受 ， 
第 二 个 则 没有 。 既 然 至 少 有 一 个 移动 序列 导致 接受 状态 ， 那 么 NDTM 接受 1010010。 


(gq,1010010,g,.9,) (qo1010010, 908.9%) 
—(q,1010010,$g,,$g,) —(q\1010010,8g,$g,) 
—(1g,010010,$g,,$g,) —(1g;010010,$g,,Sg,) 
—(10g,10010,$0g,,$g,) —(10g)10010,$g;,$0g,) 
—(10g,10010,S0g,,$g,), “|=(10%,10010,$g,,$0g,) 


~(101g;010010,$0gs,$g:) 1—(101g,0010,$g;,$0g,) 
—(1010g,010,$0g;,$00:) |-(1010g,010,$g,,$00g,) 
—(10100g:10, 5g;,$00g,) —(10100g;10,$y,:$000g;) 
~(10100g,10,$09,,$00g,) —(101008.10,$%,$000g,) 
—(1010014,0,$0g;,,$00g,) |-(101001g;0,$g;,$000g;) 
| <1010010g4,,$00g;,$00g,) |~(1010010g,,$g,,$0000g;) 
“(1010010g,,$0g,0,50g;0)7 | (1010010g,,g,$,$000g,,0) 
|T-(1010010g,,Sg,00,Sg,00)， ”停机 ， 没 有 下 一 个 ID 
—(1010010g,,9;$00,g,$00) 

—(1010010g;,9;$00,g:$00) 

接受 








9.6 ”对 于 NDTM 的 两 个 合法 移动 序列 
确定 性 图 灵机 的 每 一 步 操 作 只 有 一 种 选择 ， 而 非 确定 性 图 灵机 的 每 一 步 操 作 存 在 多 种 
选择 。 显 然 ， 一 台 确 定性 图 灵机 可 以 看 成 是 非 确定 性 图 灵机 的 特例 ， 非 确定 性 图 灵机 的 计 
算 能 力 要 强 于 确定 性 图 灵机 。 对 于 一 台 时 间 复 杂 度 为 7(n) 的 非 确定 图 灵机 ， 需 要 用 一 台 时 
间 复 杂 度 为 O(C”") 的 确定 性 图 灵机 来 模拟 ， 其 中 C 为 常数 ， 即 有 如 下 定理 。 
定理 9.1 设 M 为 时 间 复 杂 度 T(n) 的 NDTM， 则 存在 常数 C>1 和 DTM 机 M'， 使 
L(n)=L(M') 和 M 具 有 时 间 复杂 度 O(T,(C™"))。 



























































9.4.4“” 非 确定 性 算法 





本 书 前 面 讲解 的 算法 都 是 确定 性 算法 ， 它 们 都 运行 在 确定 性 图 灵机 上 ， 因 此 算法 的 每 
个 步骤 都 是 确定 的 。 而 在 非 确定 性 图 灵机 上 运行 的 算法 则 是 非 确定 性 算法 ， 它 们 的 步骤 并 


PB 
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不 是 唯一 确定 的 。 从 对 非 确 定性 图 灵机 的 描述 可 知 非 确定 性 算法 由 3 个 阶段 组 成 。 

信 ”阶段 1: 非 确定 性 “猜想 ”阶段 . 任意 猜想 一 个 答案 S， 并 将 字符 串 S 写 在 内 存 的 
某 个 地 方 (每 次 机 器 运行 的 时 候 ， 这 个 S 都 有 可 能 不 同 )。 
令 “阶段 2: 确定 性 “验证 ”阶段 。 一 个 正常 的 算法 以 该 决策 问题 和 答案 S 作为 输入 ， 
对 S 进行 验证 。 验 证 的 结果 既 可 能 是 真 也 可 能 是 假 。 

今 “ 阶 段 3: 输出 阶段 。 如 果 验 证 阶段 输出 真 ， 则 输出 “是 ” 否则 输出 “ 否 ”。 

也 许 你 觉得 这 个 算法 不 能 够 在 实际 中 实现 ， 给 出 这 个 算法 纯 属 浪 费时 间 。 但 这 种 想法 

错误 的 。 虽 然 该 算法 在 实际 中 没有 任何 意义 ， 但 它 有 理论 上 的 意义 : 它 可 以 帮助 我 们 对 

问题 进行 分 类 。 下 面 我 们 以 素性 测试 为 例 对 非 确 定性 算法 加 以 说 明 。 

我 们 知道 天 真 的 素性 测试 算法 ( 即 对 每 个 可 能 的 因子 进行 排除 测试 ) 的 时 间 复杂 性 为 
2 ， 这 里 是 欲 测 之 数 ， 即 如 果 以 输入 的 字 位 数 来 看 ， 该 算法 的 时 间 复 杂 性 是 指数 级 。 一 
个 不 怎么 样 的 算法 。 但 是 ， 测试 任意 给 定 自然 数 4 是否 真是 的 二 个 因子 则 非常 简单: 


isFactor(n, d){ SS 
If(n/dggd != 1&&d != n) A- 




















Return true; 


else N 
return false; 
} 


显然 ， aa 真 值 ， 如 果 为 素数 ， 则 上 





回 














述 函数 永远 返回 假 值 。 我 们 的 天 以 效率 低下 ， 是 因为 一 个 时 候 只 能 测试 一 个 洪 
在 因子 d， 即 我 们 的 算法 是 运行 在 确定 性 图 灵机 上 。 但 如 六 各 们 有 一 个 非 确定 性 图 灵机 呢 
结果 会 怎样 呢 ? 
人 py 
步骤 内 分 支 到 ”的 所 有 潜在 因子 上 , 然后 名 a 
四 。 TCR 否则 ， 为 素数 。 

















确定 性 图 灵机 升级 为 非 确定 性 图 灵机 可 将 算法 的 效率 从 2m 提高 到 
O(lgn)， 这 是 一 个 巨大 的 改善 ! 


9.4.5 ”NP 类 问题 的 定义 


如 果 一 个 问题 的 解答 可 以 在 多 项 式 时 间 内 被 证 实 ， 则 这 个 问题 就 是 属于 NP 类 (这 里 假 
设 我 们 可 以 正确 猜 出 一 个 真 证 人 )。 而 对 于 到 目前 为 止 所 讨论 的 所 有 决策 问题 ， 我 们 都 可 以 
提出 一 个 候选 的 解决 方案 供 检查 。 

使 用 非 确定 性 算法 ， 我 们 可 以 给 NP 下 一 个 精确 的 定义 ， 如 果 一 个 问题 存在 非 确定 性 
算法 , 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 , 则 该 问题 就 是 一 个 NP 问题 , 或 者 说 , 该 问题 属于 NP( 类 )。 

另 一 个 更 为 松散 的 定义 是 : 如 果 一 个 问题 的 法 在 解答 可 以 在 多 项 式 时 间 内 被 证 实 或 证 
伪 ， 则 该 问题 属于 NP。NP 类 包含 的 问题 数量 巨大 ， 可 以 说 是 无 穷 的。 例如 ， 完 全 子 图 问 
题 、 图 的 着 色 问 题 、 汉 密 尔 顿 回路 问题 、 子 集 和 (Subset Sum) 问 题 、 可 满足 性 问题 ， 以 及 旅 
行 售货员 问题 等 都 是 NP 问题 。 其 中 ， 完 全 子 图 问题 的 两 个 版 本 如 下 : 

信 ”优化 版 。 给 定 图 G=(V,E)， 找 出 其 最 大 完全 子 图 。 

今 ”决策 版 。 给 定 图 G=(V,E) 和 整数 k， 是 否 存 在 一 个 尺寸 为 的 完全 子 图 ? 


er 
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9.4.6 NP 难 (NP-hard) 


对 于 NP 来 说 , 一 个 常见 的 误解 是 人 们 认为 NP 问题 不 存在 多 项 式 时 间 解 ,而 这 是 完 
错误 的 。 正 如 我 们 前 面 说 过 , NP 关 Non Polynomial! 而 是 NP = Non-deterministic Polynomial。 
NP 不 但 不 意味 着 不 存在 多 项 式 时 间 解 ,而 且 事 实 上 人 们 为 很 多 NP 问题 找到 了 多 项 式 时 间 
解 。 例 如 ， 素 性 判断 就 是 一 个 找到 了 多 项 式 时 间 解 的 NP 问题 。 

这 是 否 意味 着 P = NP 呢 ? 或 者 说 ，P 类 集合 是 否 与 NP 类 问题 集合 完全 重合 呢 ? 这 个 
问题 是 21 世纪 数学 界 (和 计算 机 科学 理论 界 ) 面 临 的 一 个 重大 问题 。 

显然 ， 所 有 的 P 类 问题 都 是 NP 问题 ， 因 为 确定 性 图 灵机 能 够 解决 的 问题 当然 能 够 被 
非 确定 性 图 灵机 解决 。 所 以 ， 我 们 的 问题 变 成 是 否 所 有 NP 问题 都 是 P 问题 。 赁 着 我 们 的 
直觉 ，NP 应 该 不 属于 P。 原 因 很 简单 ， 非 确定 性 ri ss 机 强大 得 多 ， 很 难 相 
a 器 解决 。 


























但 直觉 归 直 觉 ， 在 算法 领域 或 数学 领域 ， 我 们 不 能 说 服 其 他 的 人 。 因 此 ， 我 
们 必须 拿 出 证 据 来 说 明 NP 不 属于 P。 要 证 明 这 一 点 1 需要 证 明 某 个 NP 问题 不 属于 
P 即 可 ,而 这 似乎 是 个 很 简单 。 但 遗憾 的 是 ， Bt 尚未 有 人 证 明 NP 不 属于 P。 当然 ， 
也 没有 人 证 明 NP 属于 P。 也 就 说 ， 外 经 是 一 个 既 没 有 证 实 也 没有 证 伪 的 问题 ! 

除了 凭 直觉 感觉 NP 比 P 大 之 外 ， 经 验 数据 也 代表 着 同样 的 观点 。 因 为 成 千 上 万 的 计 
算 机 科学 家 和 数学 家 为 某 些 NP ee ed 所 以 ， 
对 于 这 些 问 题 ， 科 学 家 给 它们 起 en NP 难 (NP-hard)! 














3 NP 完全 问 px 


直观 地 讲 ， ) 人 全 问 题 是 NP 了 所 谓 困难 ， 就 是 到 目前 为 上 人 们 
无 法 在 多 项 并 a 这 些 问题 也 许 以 后 也 不 能 在 多 项 式 时间 内 解决 ， 那 么 讨论 这 样 
的 问题 有 何 意义 呢 ? 当然 有 意义 ，NP 完全 对 于 算法 设计 人 员 和 工程 师 来 说 意义 重大 ! 
假定 分 配给 你 一 个 任务 ， 而 你 的 同事 在 这 个 任务 上 花 了 很 多 的 时 间 ， 却 没有 找到 精确 
解 。 如 果 你 能 够 证 明 这 个 问题 是 NP 完全 问题 ， 则 就 无 需 再 花 时 间 寻 找 精确 解 了 ， 而 只 要 
找到 一 个 有 启发 性 的 近似 解 (Heuristic Approximation) 即 可 。 这 样 将 节省 大 量 的 时 间 。 
研究 NP 完全 问题 的 一 个 重要 讨论 是 “如 何 识 别 困难 的 问题 ” 我们 要 建立 这 样 一 个 观 
念 ! 认识 到 问题 的 困难 性 和 掌握 解决 问题 的 方法 同样 重要 。 
NP 完全 是 一 个 类 ,其 中 包含 了 上 千 个 问题 ， 它 们 看 似 形态 各 异 : 图 论 、 集 合 论 、 数 论 、 
数学 规划 、 计 算 几 何 …… 但 它们 中 的 任意 两 个 问题 都 是 可 以 相互 规约 的 ， 即 如 果 一 个 问题 
能 在 多 项 式 时 间 内 求解 ， 则 另 一 个 问题 也 能 够 。 
与 经 典 的 算法 相 比 ，NP 完全 性 理论 只 有 40 多 年 的 历史 ， 但 发 展 却 极其 迅速 。 其 葛 基 
人 斯 带 芬 。 库 克 (Stephen Cook) 在 1971 年 发 表 的 具有 划时代 意义 的 论文 “The Complexity of 
Theorem Proving Procedures” 中 。 证 明了 电路 可 满足 问题 (CIRCUIT-SAT) 是 NP 完全 问题 。 
次 年 ， 理 查 德 。 卡 普 (Richard Karp) 提 出 并 证 明了 21 个 NP 完全 问题 。 如 今 ， 人 们 已 知 的 
NP 完全 问题 已 超过 了 3000 个 。 著 名 的 NP 完全 问题 包括 可 满足 性 问题 、 汉密尔顿 回路 问 
题 、 完 全 子 图 问题 "、 图 的 着 色 问题 、 子 集 和 问题 以 及 旅行 售货员 问题 等 。 


















































@ 记 住 ，NP 完全 问题 并 不 说 明 没有 多 项 式 时 间 解 ， 而 是 说 多 项 式 时 间 解 尚未 被 发 现 ! 





前 面 我 们 介绍 了 P、NP 和 NP 难 ， 那 么 这 里 所 说 的 NP 完全 是 什么 呢 ? 上 节 对 NP 难 
的 定义 是 那些 科学 家 费 尽 力气 也 未 能 找到 多 项 式 时 间 解 的 NP 问题 。 这 个 定义 十 分 不 严谨 ， 
它 只 是 给 人 们 一 个 粗略 的 概念 而 已 。 而 真正 的 NP 难 定义 是 这 样 的 : 如 果 NP 里 的 每 一 个 问 
题 都 可 以 多 项 式 时 间 规 约 到 S， 则 8 被 称 为 NP 难 。 这 里 的 规约 指 的 是 转换 ， 即 一 个 问题 O 
可 以 规约 到 8 指 的 是 O 可 以 转换 为 S$。 而 多 项 式 规约 指 的 是 这 个 转换 可 以 在 多 项 式 时 间 内 
完成 ， 因 此 解决 了 5 就 解决 了 CO， 并 且 它 们 的 解决 方案 的 效率 之 差 不 会 超过 一 个 多 项 式 。 
这 样 ， 如 果 5 能 够 在 多 项 式 时 间 内 解决 。 则 2 也 能 在 多 项 式 时 间 内 解决 。 因 此 ，5 是 NP 
难 表示 : 5 不比 NP 里 面 的 任何 问题 容易 ! 

注意 : NP 难 并 不 意味 着 在 NP 里 并 且 很 难 ， 因 此 ， 上 节 的 NP 难 定义 从 严格 意义 上 来 
说 是 错误 的 ! 不 过 ， 这 不 妨碍 这 种 定义 被 很 多 人 士 所 接受 。 

如 果 一 个 问题 8 既是 NP 难 ， 又 是 NP 里 的 问题 ， mini NP 完全 问题 。 因 
此 ，NP 完全 有 两 个 条 件 : 8 属于 NP，$ 为 NP 难 。 忌 

NP 完全 的 意思 也 是 两 个 : R 

今 “ 非 确定 性 算法 多 项 式 时 间 可 解 。 x+- 





















































今 “ 完 全 : 解决 一 个 ， 解决 一 切 。 
第 一 条 属性 来 源 于 NP 人 因此 有 非 确定 性 多 项 式 时 间 解 。 第 二 条 属 
性 来 源 于 NP 难 的 定义 ， 所 有 NP 里 前 以 规约 到 8。 因 此 解决 了 S( 指 找 出 确定 性 多 
项 式 时 间 解 )， 就 解决 了 NP 里 的 所 有 问题 。 事 实 上 ， 个 NP 完全 问题 的 确 
定性 多 项 式 时 间 解 ， 则 就 证 明了 了 NP 兰 P。 

由 于 决策 问题 与 优化 问题 对 应 ， 因 此 ， 如 果 和 Wi NP 难 优化 问题 的 解 ， 则 
NP=P。 事 实 上 ,我们 有 下 面 的 定理 。 

定理 9.2 em Mi 在 一 个 多 项 式 时 间 解 ， 则 P= NP。 

证 明 : 

令 0 为 某 六 NP 难 优化 问题 ， 不 失 一 般 性 ， 设 该 问题 为 最 小 优化 问题 : 4 是 解决 该 问 
题 的 一 个 多 项 式 时 间 算法 。 设 与 O 对 应 的 决策 问题 为 D， 则 D 的 一 个 实例 了 将 具有 形式 
(1,c) ， 这 里 了 是 0 的 一 个 实例 ，c 是 一 个 数 。 那 么 对 D 问题 实例 的 回答 可 以 通过 如 下 办 
法 获得 : 

(1) 将 算法 4 运行 在 实例 了 7 上 而 获得 一 个 解 ; 

(2) 检查 该 解 的 成 本 是 否 超越 c。 

此 ， 决 策 问题 D 存在 一 个 多 项 式 时 间 解 。 根 据 NP 完全 的 定义 ，P= NP。 
9.5.2 ”多项式 时 间 规约 

证 明 一 个 问题 为 NP 完全 的 办 法 就 是 多 项 式 时 间 规 约 。 那 么 ， 什 么 是 规约 呢 ? 

假如 我 们 要 解决 问题 R, 而 我 们 已 经 有 一 个 解决 问题 8 的 算法 ,并 且 有 一 个 转换 函数 7， 
能 够 将 问题 R 转换 为 问题 8， 即 如 果 R 在 输入 为 x 时 的 正确 答案 为 “是 ”， 当 且 仅 当 5 在 输 
入 为 7(x) 时 的 正确 答案 为 “是 ”” 则 称 可 规约 到 5( 见 图 9.7)。 

如 果 转 换 函 数 7 的 时 间 复杂 性 为 多 项 式 ， 则 称 R 可 多 项 式 规约 到 $。 多 项 式 规约 的 实 
际 意义 是 ，$ 的 难度 不 比 R 小 ， 即 如 果 8 能够 解决 ， 则 R 就 能 够 解决 。 
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图 9.7 多 项 式 时 间 规约 


如 果 巨 和 万 为 两 个 决策 问题 ， 并 且 满足 如 下 条 件 ， 则 称 刀 可 以 多 项 式 时 间 规约 到 

(1) 存在 算法 4， 该 算法 以 D 的 实例 为 输入 ， 并 总 是 正确 输出 “是 ”和 “ 否 ”的 管 案 ; 

(2) 4 在 运行 过 程 中 调用 一 个 用 于 解决 问题 E 的 假想 算法 有 

G) 存在 多 项 式 p， 对 于 每 个 大 小 为 n 的 D 的 实例 ， 算 法 4 et p(D 时 终结 。 
里 每 次 8 子 程序 调用 记 做 mn 步 ， 这 里 力 是 8 的 实际 输入 规模 。 

定理 9.3 A 

证 明 : 
给 定 图 G， 结 点 为 %，…， 册 ， 我 们 在 G 上 如 果 一 条 边 
fun} 在 原来 的 图 G 里 ， 则 该 边 的 权重 为 1， 吾 刘 该 边 的 权重 为 2。 

显然 ， 图 G 的 汉密尔顿 回路 问题 可 以 通过 解决 图 万里 的 旅行 售货员 决策 问题 来 解决 
这 里 的 旅行 销售 员 实 例 为 (H,n+ DD 。 

有 了 上 面 对 规 约 的 讨论 ， 二 问题 5 是 NP 完 企 问题 的 方法 可 表 迷 如 下 




















(1) 证 明 S 在 NP 里 面 ; .17 、、 和 
CO) 选择 一 个 已 知 的 NP 党 兴 问题 R: x 
(3) 证 明 R 可 以 多 约 到 S。 





由 于 及 是 已 知 完全 问题 ， SI 间 规 约 到 R， 而 由 于 
第 3 步 证 明 NS 癌 以 效 项 式 规约 到 5。 因 陛 区 所 有 NP 里 的 问题 都 可 以 多 项 式 规约 到 5。 






































于 第 1 步 证 明 : NP 里 ， 因 此 5 是 NP 完全 。 

细心 的 读者 也 许 能 看 出 来 ， 这 个 证 明 方法 存在 一 个 问题 第 1 步 NP 完全 问题 怎么 办 
呢 ? 在 证 明 第 1 步 NP 完全 问题 的 时 候 , 尚 不 存在 任何 已 知 的 NP 完全 问题 , 因此 上 述 方法 
无 法 施行 。 

用 什么 办 法 来 证 明 第 1 步 的 NP 完全 问题 呢 ? 自然 , 没有 别 的 办 法 ， 只 能 根据 NP 完全 
的 定义 来 证 明 ， 也 就 是 要 将 所 有 的 NP 问题 规约 到 所 要 证 明 的 问题 上 。 但 是 ，NP 问题 数量 
繁多 ， 这 样 证 明 得 过 来 吗 ? 即使 精力 过 人 ， 也 未 免 会 漏 掉 某 个 NP 问题 ， 从 而 导致 证 明 失 
败 。 况且 ，NP 类 问题 的 数量 到 底 有 多 少 谁 也 说 不 清 ! 

希望 似乎 在 丧失 ， 但 不 要 气 包 ! 显然 ， 我 们 不 可 能 逐个 NP 问题 来 规约 ， 但 谁 说 过 我 
们 必须 这 么 做 呢 ? 还 记得 NP 问题 的 定义 吗 ? 该 定义 使 用 了 图 灵机 。 也 就 是 说 ， 所 有 NP 
问题 都 可 以 用 图 灵机 来 表示 ， 因 此 ， 我 们 可 以 将 所 有 NP 问题 一 般 化 ， 抽 象 成 一 个 问题 。 
这 样 ， 我 们 只 需要 证 明 一 次 即 全 部 搞定 。 这 就 是 抽象 的 能 力 。 

这 正 是 斯 带 芬 。 库 克 用 的 方法 。 库 克 在 1971 年 证 明了 布尔 可 满足 性 问题 (SAT 问题 ) 是 
NP 完全 问题 ， 从 而 启 开 了 NP 完全 理论 的 风帆 ， 并 因此 于 1982 年 获得 图 灵 奖 。 利 奥 尼 德 。 莱 
文 (Leonid Levin) 在 其 1972 年 发 表 的 论文 “Universal Search Problems” 里 面 也 独立 地 证 明了 
该 问题 为 NP 完全 。 下 面 我 们 就 来 重 温 库 克 的 极为 精彩 的 证 明 ! 
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9.5.3” 库 克 定 理 


库 克 定理 布尔 可 满足 性 问题 属于 NP 完全 问题 。 即 任何 可 以 在 多 项 式 时 间 内 被 非 确定 
性 图 灵机 解决 的 问题 都 可 以 多 项 式 规 约 到 判断 布尔 可 满足 性 问题 是 否 可 满足 。 该 定理 的 一 
个 直接 推论 就 是 ， 如 果 我 们 找 出 了 解答 布尔 可 满足 性 的 一 个 多 项 式 时 间 算 法 ， 则 任何 NP 
问题 的 多 项 式 算 法 都 将 获得 解决 。 

布尔 可 满足 性 问题 的 实例 是 所 谓 的 布尔 表达 式 ， 而 布尔 表达 式 是 由 布尔 操作 符 连接 的 
布尔 变量 。 根 据 布尔 理论 ， 所 有 布尔 表达 式 都 可 以 表示 为 合 取 范 式 ; 一 个 合 取 范式 
(Conjunction Normal Form，CNF) 由 若干 个 子 名 (clause) 用 逻辑 “与 ”连接 起 来 ， 每 个 子 句 
若干 个 文字 (literaj) 用 逻辑 “或 ”连接 起 来 ， 每 个 文字 是 一 个 布尔 变量 或 其 否定 。 

我 们 称 一 个 布尔 表达 式 是 可 以 满足 的 ， 如 果 存 在 一 个 真 值 指派 ( 即 每 个 布尔 变量 的 取 
值 ), 使 所 有 子 句 都 为 真 (从 而 整个 CNF 为 真 )。 可 满足 性 问题 (SAT 问题 ) 是 说 ,给 定 一 个 CNF， 
要 么 给 出 它 的 一 个 真 值 指派 ， 要 么 RN 

下 面 我 们 就 来 证 明 库 克 定 理 。 ~ 


















































证 明 : 

首先 ， 我 们 证 明 布尔 可 满足 性 问题 属于 NK} 

由 于 一 个 非 确定 性 图 灵机 可 以 4 网 下 列 任务 : 

(1) 猜测 一 个 真 值 指派 

(2) 在 该 真 值 指派 下 ， Ce 时 wx 

(3) 如 果 求 值 为 真 ， 则 接受 整个 布尔 表达 式 为 真 -本 尔 表达 式 为 可 满足 的 。 

按照 NP 的 定义 ， Wk NP 沁 然后 ， 我 们 证 明 NP 里 的 所 有 问题 都 可 
以 规约 到 布尔 可 满足 性 各 Ng 

这 里 的 难度 是 如 何 3 述 NP 里 的 所 有 问题 的 呢 ? 从 NP 的 定义 知道 ,一 个 问题 是 NP 的 ， 
如 果 确 定性 图 灵机 可 以 在 多 项 式 时 间 内 验证 汪 个 潜在 证 人 是 否 为 真 ， 或 者 一 个 非 确定 性 算 
法 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 这 个 问题 。 因 此 ， 可 以 将 所 有 NP 问题 表述 为 非 确定 性 图 灵机 
可 解决 的 问题 。 
设 NP 里 面 的 问题 可 以 被 非 确定 性 图 灵机 M = (2,2,s,F,5) 解 决 ， 即 M 将 在 p(n) 时 间 
内 接受 或 拒绝 NP 问题 的 一 个 实例 。 其 中 ，n 是 实例 的 大 小 ，p 是 一 个 多 项 式 函 数 。 这 里 : 

(1) 0 是 图 灵机 M 所 有 状态 的 集合 : 0，1，2,…， 4 

(2) 忆 是 所 有 (输入 输出 ) 符 号 的 集合 : wm ，@ ，…，mw 

(3) seQ 为 图 灵机 最 初 状 态 ; FcO 是 终结 状态 集合 | 6: Qx 一 OxFx{-1,+]} 为 状 
态 转换 函数 。 

不 失 一 般 性 ， 问 题 的 实例 被 写 在 图 灵机 磁带 的 1,2,3,…,n 格子 里 ， 如 图 9.8 所 示 。 

潜在 的 证 人 写 在 格子 -m，…，-2，-1 里 ， 这 是 我 们 的 正确 猜测 。 格 子 0 是 分 隔 符 。 该 
图 灵机 进入 终结 状态 后 停止 运行 。 

我 们 证 明 的 基本 思路 是 对 于 每 个 输入 7 构造 一 个 布尔 表达 式 ， 该 表达 式 是 可 满足 的 当 
且 仅 当 图 灵机 M 接受 输入 7， 即 处 理 完 输入 7 后 ， 机 器 正好 到 达 某 个 接受 状态 。 

我 们 构造 布尔 表达 式 所 用 的 变量 如 表 9.4 所 示 ， 这 里 geQ,-p(n) 志 i 二 p(n),j ee 有 且 
0<k< p(n)。 
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图 9.8 证 明 库 克 定量 用 到 的 图 灵机 
表 9.4 构造 布尔 表达 式 所 用 的 变量 列表 





数量 
Tn Q(p(m)’) 
Ha Q(p(n)’) 
Qn Q(p(m)) 


这 里 需要 注意 的 是 ， 根 据 非 确定 性 图 灵机 的 定义 ， 最 多 只 能 有 p(n) 步 又 ， 因 此 ， 
0 三 k< p(n)。j 代表 的 是 符号 , 而 状态 机 的 符号 表 是 常数 ;i 代表 的 是 磁带 上 的 格子 ， 最 
多 只 能 往 左右 两 边 各 延伸 p( 翅 个 格子 。 因 此 ，--p(n) 志 i 乱 p(n)。 

我 们 将 布尔 表达 起 "8 定义 为 表 9.5 中 所 有 和子 句 的 合 取 ( -p(n)i< p(n) 且 
0<k< p(n))。 


表 9.5 ”构造 的 布尔 表达 式 B 为 表 里 所 有 子 句 的 合 取 




















旦 向 含义 数 量 
Tn 磁带 的 初始 内 容 O(p(n)) 
On M 的 初始 状态 OU) 
Ho 读 写 头 的 初始 位 置 o0 
Tr 全 1 一 个 单元 只 有 一 个 符号 O(p(n)’) 
Tn = Tw Y Ha 磁带 状态 不 变 O(p(n)’) 
Qn 一 -Or 一 次 只 能 一 个 状态 O(p(n) 
HH 


磁头 一 次 只 有 一 个 位 置 O(p(n)’) 





以 下 子 名 的 
第 k 步 时 磁头 在 位 置 i 的 所 





(Hi AQ# 和 Tob 一 (gq,0,q,0'd)ed O(p(n)’) 
能 状态 转换 

(CH OP AT A 

所 有 终结 状态 Cr 的 析 取 feF 必须 到 达 终 结 状态 O0) 





如 果 按 照 表 9.5 的 子 句 组 成 合 取 范式 B， 则 有 
(1) 如 果 图 灵机 M 接受 输入 K( 即 进入 终结 状态 )， 则 B 是 可 满足 的 。 此 时 只 要 给 所 有 变 
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量 7 、 戊 、Q, 进行 表 9.5 中 的 真 值 指派 即 可 满足 B; 

(2) 如 果 有 可 满足 ， 则 存在 一 个 状态 转变 序列 ， 使 得 M 接受 7 ( 即 进入 终结 状态 )。 此 
时 只 需要 按照 真 值 指派 的 计算 结果 移动 图 灵机 和 进行 状态 转换 即 可 。 
例如 ， 如 果 图 灵机 接受 7 ， 则 M 在 计算 过 程 中 所 经 历 的 状态 都 将 获得 真 的 真 值 指派 
所 有 状态 转换 都 将 被 转换 为 取 值 为 真 的 蕴含 子 句 ， 因 而 表 9.5 里 所 有 子 句 的 合 取 范式 将 取 
值 为 真 。 
因此 ， 非 确定 性 图 灵机 M =(Q, 苑 ,s,F,6) ， 即 所 有 的 NP 问题 都 可 以 规约 到 布尔 可 满 
足 性 问题 上 。 现 在 我 们 需要 知道 的 是 此 种 规约 是 否 为 多 项 式 时 间 。 

显然 ， 规 约 的 时 间 不 会 超过 构造 出 来 的 B 的 大 小 。 那 么 有 多 大 呢 ? 我 们 来 看 : 

(1) 布尔 变量 的 个 数 不 会 超过 O(p(n)*) ， 每 个 变量 占用 的 空间 不 会 超过 O(log p(n)) : 

(2) 布尔 子 句 的 条 数 不 会 超过 O(p(n)*) ， 所 以 B 的 大 小 不 会 超过 O(log p(n))p(n)) 。 
因此 ， 整 个 转换 过 程 为 多 项 式 时 间 ， 这 里 是 输入 的 规模 。 。 

库 克 定理 证 明 完毕 。 AS 


9.5.4 3-SAT 问题 
确定 一 个 远 辑 命题 是 否 可 以 满足 称 为 S A 如 果 我 们 以 4、B、C 



































分 别 代 表 甲 、 乙 、 丙 三 人 有 罪 的 逻辑 命题 一 C 就 分 别 代 表 甲 、 乙 、 丙 无 罪 
的 逻辑 命题 。 而 警察 得 出 的 三 个 结 Sea A 

(1) ASBAC 

(2) BvC i RSS 疹 

(3) A®B 73 汉 X 


那么 ， 这 个 问题 的 内 实际 上 就 是 为 上 述 三 SR 使 得 上 
述 三 个 表达 式 同时 为 真 。 例 如，4 为 真 、B》 为 真 \ 为 真 就 是 一 个 满足 上 述 三 个 表达 式 的 真 
值 指派 ， 即 甲乙 两 三 个 人 都 有 罪 。 但 这 并 不 是 唯一 的 指派 ， 例 如 ，4 为 真 、B 为 真 、C 
为 假 的 真 值 指 》 足 上 述 三 个 布尔 表达 式 。 因 此 ， 这 种 情况 下 有 两 种 可 能 的 解答 。 但 这 
两 种 解答 里 面 4 和 B 都 为 真 ， 因 此 甲 、 乙 二 人 必定 有 罪 。 而 C 有 真 假 两 种 取 值 ， 因 此 两 既 
可 能 有 罪 也 可 能 无 罪 ， 即 我 们 从 上 述 条 件 里 面 不 能 肯定 丙 是 否 有 罪 。 

3-SAT 是 布尔 可 满足 性 的 一 个 特例 , 在 该 特例 下 , 所 有 的 子 句 都 只 包括 3 个 且 仅 包括 3 
个 文字 。 虽 然 3-SAT 看 上 去 比 一 般 的 布尔 表达 式 更 简单 ， 但 它 也 是 NP 完全 问题 ! 

显然 , 3-SAT 的 NP 完全 性 表明 一 般 的 布尔 可 满足 性 问题 也 是 NP 完全 问题 , 但 反 向 推 
理 却 不 成 立 。 也 许 是 子 句 的 长 度 增 加 使 得 可 满足 性 问题 变 得 困难 ? 

显然 ,1-SAT 不 是 NP 完全 问题 。 它 的 解答 十 分 容易 ， 只 要 将 每 个 子 句 对 应 的 文字 赋值 
真 值 即 可 满足 。 而 如 果 这 个 赋值 不 可 能 (因为 有 矛盾 )， 则 该 表达 式 就 是 不 可 满足 。 不 管 什 
么 情况 ， 这 种 解答 所 需要 的 时 间 不 会 超过 子 句 个 数 。 而 子 句 个 数 不 会 超过 nn 个 (变量 个 数 )。 
下 面 我 们 证 明 3-SAT 属于 NP 完全 问题 。 

定理 9.4 3-SAT 是 NP 完全 问题 。 

证 明 : 

首先 ，3-SAT 属于 NP。 因 为 给 定 一 个 真 值 指派 ， 我 们 可 以 在 多 项 式 时 间 内 验证 每 个 子 






























































@ 1-SAT、2-SAT 属于 P 问题 ，3-SAT 属于 NP 完全 问题 。 


er 
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句 是 否 为 真 。 


其 次 , 我 们 来 证 明 3-SAT 是 NP 难 。 我 们 通过 将 一 般 的 布尔 可 满足 性 问题 规约 到 3-SAT 
来 证 明 这 点 。 我 们 的 规约 按照 子 句 的 长 度 来 进行 。 

将 SAT 规约 到 3-SAT。 

不 失 一 般 性 , 假定 SAT 问题 的 某 一 子 句 C 包含 大 个 文字 。 我们 将 C 改造 为 长 度 刚 好 为 
3 的 子 句 的 合 取 。 我 们 的 改造 根据 的 大 小 来 进行 : 

(1) 如 果 k = 1， 即 CG,={z}， 则 增加 两 个 新 变量 vw 和 v,， 并 以 下 面 4 个 句子 来 替换 原 
来 的 C,: 
{V3 aA {a 2 {Va} A {a 2} 

可 以 很 容易 验证 ， 上 述 4 个 子 句 的 合 取 表达 式 的 取 值 与 {2} 的 取 值 完全 等 价 ! 
(2) 如 果 =2， 即 C= {21,z,}， 则 增加 一 个 新 变量 v， 关 符 必用 下 面 2 个 子 句 来 痊 换 
{3122} 人 {ms 21,22} «\ 
(3) 如 果 k=3， 即 G ={21,22,23}， i 
(4) 如 果 户 3， 即 C = 人 zz)}， 则 增 k-3. 他 vi…,V3， 并 将 原来 的 子 句 用 下 
的 -2 个 子 句 来 代替 : 
{322 A {Dr} NA SS- :入 fw 一 2 
这 样 ， 所 有 的 布尔 可 满足 性 问题 的 对 多 都 被 转换 为 长 度 为 3 的 子 句 。 由 于 任何 SAT 的 
解决 方案 也 将 满足 如 此 构造 的 3-SAT 问题 ， 而 任何 3- 本 “的 解决 方案 同样 也 满足 原来 的 
SAT， 因 此 ， 这 样 转换 出 来 的 31SAT 问题 与 原来 的 完全 等 价 。 
这 个 转换 需要 多 少时 间 呢 ?> 如 果 原 来 的 DE 个 子 句 ,并 使 用 m 个 不 同 的 文字 ， 
则 我 们 的 转换 最 多 需要 时 间 O(nm) 。 因 此 ， Wi 时 间 规约 到 3-SAT。 

一 个 更 简单 的 估计 是 注意 到 4 利 转 失 式 种 转换 方式 将 1 个 子 句 转换 为 4 个 子 
句 ， 第 二 种 1 个 子 句 转换 为 2 个 ; 第 三 种 转换 将 1 个 子 句 转换 为 1 个 ， 第 四 种 转换 
将 1 个 子 句 转换 为 上 -2 个 子 句 ， 而 大- 2 不 会 超过 中 因此 ， 在 最 坏 的 情况 下 ， 原 来 的 个 
子 句 被 转换 为 不 超过 mw 个 子 句 。 因 此 ， 这 个 转换 为 多 项 式 时 间 。 

这 样 ， 我 们 就 证 明了 SAT 可 以 多 项 式 时 间 规 约 到 3-SAT。 由 于 SAT 是 NP 完全 问题 ， 
因此 ，3-SAT 也 是 NP 完全 问题 。 

如 果 对 3-SAT 的 证 明 稍 加 修改 , 就 可 以 证 明 4-SAT、5-SAT 等 都 是 NP 完全 问题 。 也 许 ， 
至 少 包括 3 个 文字 是 使 得 SAT 问题 成 为 NP 完全 问题 的 关键 因素 ! 


9.5.5 ”NP 完全 问题 的 近似 算法 


首先 ,到 目前 为 止 , 所 有 NP 完全 问题 还 没有 多 项 式 时 间 算 法 。 然 而 许多 NP 完全 问题 
在 现实 中 具有 很 重要 的 意义 ， 对 于 这 些 问题 ， 通 常 可 以 采取 以 下 5 种 解决 策略 : 

(1) 仅 对 问题 的 特殊 实例 求解 ， 

(2) 用 动态 规划 法 或 分 支 限界 法 求解 ; 

(3) 用 概率 算法 求解 ; 

(4) 只 求 近似 解 ; 

(5) 用 启发 式 方式 求解 。 
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下 面 重 点 探讨 求解 NP 完全 问题 的 近似 算法 的 性 能 。 

一 般 来 说 ， 近 似 算法 所 适应 的 问题 是 最 优化 问题 ， 即 要 求 在 满足 约束 条 件 的 前 提 下 ， 
使 某 个 目标 函数 值 达 到 最 大 值 或 最 小 值 。 在 分 析 近似 算法 性 能 时 ， 通 常 假设 对 于 一 个 确定 
的 问题 ， 其 每 一 个 可 行 解 所 对 应 的 目标 函数 值 都 不 会 小 于 一 个 确定 的 正 数 。 

对 于 一 个 规模 为 n 的 问题 ,近似 算法 应 该 满足 下 面 两 个 基本 的 完成 。 

(1) 算法 的 时 间 复 杂 性 :要求 算法 能 在 n 的 多 项 式 时 间 内 完成 。 

(2) 解 的 近似 程度 : 算法 的 近似 解 应 满足 一 定 的 精度 。 衡 量 精度 的 标准 可 以 用 性 能 比 
或 相对 误差 。 

性 能 比 定义 : 最 优化 问题 的 最 优 值 为 ， 算 法 求解 得 到 的 最 优 值 为 <， 则 该 近似 算法 
的 性 能 比 定义 为 

二 三 ma, < p(n) 


其 中 ，p(n) 为 与 问题 规模 相关 的 一 个 函数 。 
Ea me ge 优 值 为 ce， 则 该 近似 算 
法 的 性 能 比 定义 为 A 


其 中 ，e(n) 为 与 问题 规模 n 相关 的 一 oa A 
2 有 关系 s(n) 和 p(D) -1。 
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下 而 我 们 就 用 近似 和 法 来 证 明 几 人 体 NP 完全 问题 2 
1 顶点 覆盖 问题 袜 人 | 


1) 问题 的 提出 ,一 Ng 
一 个 无 向 图 G=(V,E) 和 一 个 正 整数 局, 灌 存 在 VEV ，|y|=k， 使 得 对 任意 的 
(ow) eE， 都 有 he 产 或 vey' 为 图 G 的 一 个 大 小 为 上 的 项 点 覆盖 。 

2) NP 完全 性 证 明 

(1) NP 的 证 明 。 

对 给 定 的 无 向 图 G=(V, E), 若 顶 点 VcV 是 图 G 的 一 个 大 小 为 大 顶点 的 覆盖 ， 则 可 以 
构造 一 个 确定 性 的 算法 , 以 多 项 式 的 时 间 验 证 |V|=k ,及 对 所 有 的 (u,v)eE， 是 否 有 ueV 
或 veV'。 因 此 顶点 覆盖 问题 是 一 个 NP 问题 。 

(2) 完全 性 的 证 明 。 

我 们 已 知 团 集 (CLIQUE) 问题 是 一 个 NP 完全 问题 ， 若 团 集 问 题 归 约 于 顶点 覆盖 问题 ， 
即 CLIQUE <uw VERTEX COVER ， 则 项 点 蓝 盖 问 题 就 是 一 个 NP 完全 问题 。 

我 们 可 以 利用 无 向 图 的 补 图 来 说 明 这 个 问题 。 若 无 向 图 G=(V,E)， 则 G 的 补 图 
G=(V,E)。 其 中 ，E={(U, 耻 |(u,v)gE}。 例 如 ， 图 9.9(b) 是 图 9.9(a) 的 补 图 ， 在 图 9.9(a) 
中 有 一 个 大 小 为 3 的 团 集 {u,x,y} ,在 图 9.9(b) 中 ， 有 一 个 大 小 为 2 的 顶点 覆盖 (ww) 。 显 然 
可 以 在 多 项 式 时 间 里 构造 图 G 的 补 图 G 。 因此 , 只 要 证 明 G=(V,E) 有 一 个 大 小 为 |V|-k 的 
团 集 ， 当 且 仅 当 它 的 补 图 巨 有 一个 大 小 为 的 顶点 久 。 
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(a) 光 向 图 原 图 (b) 对 应 (a) 的 补 图 
图 9.9 无 向 图 及 补 图 
必要 性 ， 如果 G 中 有 一 个 大 小 为 |V|-k 的 团 集 ， 则 它 具 有 一 个 大 小 为 |V|-k 个 顶点 的 
完全 子 图 ， 令 这 |y|-k 个 顶点 集 全 为。 令 (u,v) 是 瑟 中 的 任意 二 条 边 , 则 (u,v)gE。 所 以 
(加 中 必 有 一 个 顶点 不 属于 这 ， 即 (uv) 中 必 有 一 个 项 4 Re 也 就 是 边 (uv) 被 
V-V' 攻 益 。 因 为 (u,v) 是 E 中 的 任意 一 条 边 ， 0 边 都 被 覆盖 ， 所 以 ，V-V' 是 
GG 的 一 个 大 小 为 | 六 -=k 的 顶点 覆盖 。 NK 
充分 性 ， 如 果 G 中 有 一 个 大 小 为 md pp (wr) 是 五 中 
的 任意 一 条 边 ， A 因此 ,对 于 任意 的 顶点 w 和 v, 若 wey 一 
并 且 veV-V*， 则 必然 有 (u,v)eE、 即 名 -VY' 是 G 中 一 个 大 小 为 |V|-k 的 团 集 。 


综 上 所 述 ， 团 集 (CLzeuF) 间 二 ， 归 约 于 顶点 镍 蓝 {VERTEX COVER) 问题 ， 即 


























CLIQUE xm VERTEX COVER< 以 , 顶 i NP 完全 问题 。 
3) 优化 问题 的 近似 敌 法 - RE 
曲 ee 本 NP 问题 ， 因 此 ， 没 有 一 个 确定 性 的 多 项 式 
时 间 算 法 来 点 覆盖 的 优化 问题 出 图 中 最 小 顶点 覆盖 。 为 了 用 近似 算法 解决 这 
个 问题 ， 假 设 3 1,…,n-1 编号 ， 并 用 下 面 的 邻接 表 来 存放 顶点 与 顶点 之 间 的 关联 边 ， 
struct adj_list { // 邻 接 表 结 点 的 数据 结构 
int v_num; / /邻接 结 点 的 编号 
struct adj_list *next; // 下 一 个 邻接 顶点 


}; 

typedef struct adj list NODE; 

NODE *V[n]; // 图 6 的 邻接 表 头 结 点 
则 顶点 履 盖 问 题 近似 算法 的 求解 步骤 可 以 叙述 如 下 : 

(1) 顶点 的 初始 编号 4=0 。 

(2) 如 果 顶 点 存在 关联 边 ， 转 到 步 又 (3)， 否 则 ， 转 到 步骤 (5)。 

(3) 令 关联 边 (u,v) ， 把 项 点 wu 和 顶点 v 登记 到 顶点 覆盖 C 中 。 

(4) 删 去 与 顶点 x 和 顶点 v 关 联 边 的 所 有 边 。 

(5) u=u+1， 如 果 u<n， 转 到 步骤 (2)， 否 则 ， 算 法 结束 。 
对 应 上 述 算法 步骤 的 实现 代码 如 下 : 


Vertex cover _ apP(NODE *V[ ], int n, int C[ ], int gm){ 


多 


Rn OO) 
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es , Bp、 

(CC 

NODE *p, pl; 

EB 





m= 0; 
for(lu = 0;u < n;ut++){ 
p= V[u].next; 
if(p != NULL){ // 如 果 u 存 在 关联 边 
CIm] = u; 
C[Imt+1] = Vv = p->v_num; 
m= +2} 
3 
while(p != NULL){ // 则 选取 边 (u，v) 的 顶点 
delete e(p->v_num，u) 7 // 删 去 与 tu 有 关联 的 所 有 边 


P = p->next; 严 


} 人 
VIu] .next = NULL; Xx 除 


pl = V[Iv] .next; 
while(p != NULL){ a 
delete e(p->v_num, v); e ed 
Pp = p->next; NA 
} "RS 


VIv] .next = NULL; L 


SN- 

) A 

} NS ss 

其 中 ，V[] 表 示 无 ade jE[] 为 图 G 的 项 点 禾 盖 ， 普 为 C 





中 顶点 个 数 。 
具体 来 说 ， pe C 六 存放 点 六 第 中 汐 各 个 顶点 ， 用 变量 m 来 存放 数组 C 
中 的 顶点 个 数 。 开 始 时 ， 把 变量 m 初始 机 0， a 4 初始 化 为 0。 然 后 从 顶点 x 
开始 ， 如 果 项 总 在 在 着 关联 边 ， 就 把 项目 如 及 其 一 个 邻接 点 v 登记 到 数组 C 中 。 并 删 去 
与 顶点 和 顶点 v 的 所 有 关联 边 。 其 中 ,第 11 行 函数 delete el Vy_mumt) 用 来 天 去 项 
点 二 Vv_num 与 顶点 wu 相 邻 接 的 登记 项 ; 第 17 行 函 数 delete_e(p 一 v_num,v) 用 来 删 去 项 
点 了 坊 v_num 与 顶点 v 相 邻接 的 登记 项 ; 第 14 行 和 第 20 行 分 别 把 顶点 和 顶点 v 的 邻接 
表 头 结 点 的 链 指针 置 为 空 ， 从 而 分 别 删 去 这 两 个 顶点 与 其 他 顶点 相 邻 接 的 所 有 登记 项 。 经 
过 这 样 的 处 理 ， 就 把 顶点 w 及 顶点 v 的 所 有 关联 边 删 去 。 这 种 处 理 一 直 进行 ， 直 到 图 G 中 
的 所 有 边 都 被 删 去 为 止 。 最 后 ， 在 数组 C 中 存放 着 图 G 的 顶点 覆盖 中 的 各 个 顶点 编号 ， 变 
量 m 表示 数组 C 中 登记 的 顶点 个 数 。 
图 9.10 表示 了 这 种 处 理 过 程 。 图 9.10(a) 表 示 图 G 的 初始 状态 ; 图 9.10(b) 表 示 选 择 边 
(a,b)， 把 关联 边 的 顶点 a 及 b 放 进 数 组 C 中 ,并 删 去 顶点 a 及 顶点 5b 相 关联 的 所 有 边 ， 这 
里 删 去 (a,b)、(a,g) 及 (a,j); 图 9.10(c) 表 示 选择 边 (c,d) ， 把 关联 该 边 的 顶点 c 和 顶点 qd 
al 并 删 去 边 (c,d) 、(c,g) 及 (d,i); 这 个 过 程 一 直 进 行 ， 图 9.10(g) 表 示 最 后 得 
到 的 结果 。 整 个 处 理 过 程 共 选择 了 6 条 边 上 的 12 个 顶点 ， 作 为 图 的 一 个 顶点 覆盖 ， 它 们 是 
av b,c, e、f g、hh、j、k、1、m。 可 以 看 到 ， 它 不 是 图 G 的 最 小 顶点 覆盖 。 图 9.10(h) 
表示 图 G 的 一 个 最 小 项 点 覆盖 ， 它 有 7 个 顶点 ,分别 是 a、 c、 fh i、 k,l1。 
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人 名) 选择 边 (Lm) 如 ) 图 6G 的 一 个 最 小 项 点 要 董 


图 9.10 算法 处 理 过 程 

下 面 来 估计 这 个 算法 的 近似 性 能 。 假 定 算法 所 选取 的 边 集 为 E' ， 则 这 些 边 的 关联 边 顶 
点 被 作为 顶点 覆盖 中 的 顶点 ， 放 进 数组 C 中 。 因 为 一 旦 选择 了 某 条 边 ， 如 边 (a,5) ， 则 与 顶 
点 a 和 顶点 b 相关 联 的 所 有 边 均 被 删 去 。 再 次 选择 第 2 条 边 时 ， 第 2 条 边 与 第 1 条 边 将 不 
会 具有 公共 顶点 ， 则 边 集中 的 所 有 边 都 不 会 具有 公共 顶点 。 这 样 放 进 数组 中 的 顶点 个 数 为 
2|E1, 即 |C|=2|E1。 

另外 ， 图 G 的 任何 一 个 顶点 覆盖 ， 至 少 包含 E' 中 各 条 边 中 的 一 个 项 点。 若 图 G 的 最 
小 顶点 覆盖 为 ， 则 有 |C'| 宇 |E1。 所 以 有 
= 加 < 加- 

lcl 性 

由 此 可 以 得 到 ， 这 个 算法 的 性 能 比率 小 于 或 等 于 2。 
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2. 独立 集 问题 
1) 问题 的 提出 








对 于 一 个 无 向 图 G=(V,E)， 如 果 一 个 顶点 集合 7 中 任意 两 点 之 间 都 没有 边 相 连 ， 则 7 











称 为 独立 集 (Independent Set)。 


设 VC eV 是 另 一 个 顶点 集合 ， 如 果 图 中 的 每 条 边 所 依附 的 两 个 顶点 中 ， 至 少 有 一 个 在 
VC 中 ,我 们 称 VC 覆盖 了 G 的 所 有 边 ， 即 VC 是 G 的 顶点 覆盖 。 另 设 CeV， 车 C 中 任意 
两 个 顶点 间 都 有 边 相 连 ( 即 C 中 的 顶点 构成 了 一 个 完全 图 )， 则 C 称 为 团 集 。 一 般 来 说 ， 我 


























们 和 希望 找到 尽 可 能 大 的 独立 集 、 尽 可 能 小 的 顶点 覆盖 和 尽 可 能 大 的 





团 集 。 








独立 集 问 题 的 定义 :给 定 一 个 图 G=(V,E) 和 整数 k， 是 否 存在 一 个 至 少 上 个 结 点 的 子 


集 8, 使 得 E 里 没有 边 连接 5S 里 的 任何 两 个 结 点 例如, 图 9.11 里 的 











结 点 集合 {4,C,E,G} 就 


是 一 个 4 个 结 点 的 独立 集 ， 而 {4,8,C} 就 不 是 一 个 独立 集 ， 因 为 {有 1,B} 被 里 的 一 条 边 连 
这 看 上 去 似乎 也 是 一 个 简单 问题 ， 但 与 整数 规划 问题 一 样 ， 也 是 NP 完全 问题 。 














ps 本 XX X 1“ 
AS 图 9.11 儿 文 全 站 网 
2) NP 完 全 性 证 明 _ EV 

定理 9. 5 独立 集 问题 是 NP 完全 问题 3 

证 阴 : 





首先 ， 独 立 集 问题 属于 NP 问题 。 给 定 任意 一 个 结 点 的 子 集 ， 我 们 可 以 检查 集合 里 的 


结 点 之 间 不 存在 边 ， 而 这 个 检查 可 以 在 多 项 式 时 间 内 完成 。 


下 面 我 们 证 明 该 问题 是 NP 难 。 而 证 明 的 方法 则 是 将 3-SAT 问题 归 约 到 独立 集 问题 上 。 
那么 如 何 规约 呢 ? 显然 , 要 从 3-SAT 规约 到 独立 集 , 则 必须 将 3-SAT 里 面 的 子 句 转换 为 
于 3-SAT 里 的 每 个 子 句 都 包含 3 个 文字 ， 我 们 很 自然 地 将 其 转换 为 某 三 个 顶点 的 完全 子 
。 例 如 ， eh nn a 人 ww， 则 可 以 构造 出 如 
































图 9.12 的 4 _ 
































图 9.12 ”根据 子 名 构造 的 4 个 完全 三 项 点 子 图 











这 样 ， 由 于 一 个 3-SAT 的 解 将 使 得 任何 一 个 子 句 都 得 到 满足 ， 即 每 个 子 句 里 面 至 少 有 
一 个 文字 赋值 为 “ 真 ”。 如 果 一 个 子 句 里 只 有 一 个 “ 真 ” 值 ， 则 我 们 就 将 取 “ 真 ” 值 的 顶点 
归于 独立 集 。 如 果 一 个 子 句 里 面 有 多 个 “ 真 ” 值 ， 则 任 选 一 个 放 入 独立 集 。 如 果 一 个 3-SAT 
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问题 有 个 子 句 ， 则 这 样 构造 出 的 独立 集 大 小 为 k。 而 3-SAT 的 任意 一 个 解 都 可 以 按照 上 
面 描述 转换 为 一 个 大 小 为 上 的 独立 集 解 。 

但 是 这 样 构造 的 独立 集 解 是 否 能 推导 出 原 3-SAT 问题 的 解 呢 ? 答案 是 不 一 定 。 虽 然 我 
们 可 以 在 每 个 完全 子 图 上 里 面 选取 一 个 结 点 作为 独立 集 集合 的 一 个 元 素 ， 从 而 形成 一 个 大 
小 为 的 独立 集 ， 但 我 们 不 能 通过 对 独立 集 里 的 元 素 赋 “ 真 ” 值 来 取得 3-SAT 的 解 。 原 因 
是 ， 这 样 形成 的 独立 集 有 可 能 包括 一 个 文字 的 正 负 两 面 ， 从 而 导致 无 法 进行 真 值 指派 。 

那么 如 何 防止 这 个 问题 呢 ? 答案 也 很 简单 ， 只 需要 在 对 应 正 负 文字 的 顶点 间 增加 一 条 
边 即 可 。 例 如 ， 对 于 前 面 的 例子 ， 在 增加 这 些 边 后 ， 我 们 获得 如 图 9.13 所 示 的 一 个 构造 。 
这 个 图 是 否 存在 一 个 大 小 为 大 的 独立 集 与 我 们 的 有 大 个 子 句 的 3-SAT 问题 可 以 相互 转换 ， 
即 原 3-SAT 是 可 满足 的 当 且 仅 当 图 中 存在 大 小 为 上 的 独立 集 。 下 面 给 出 具体 证 明 。 

































































图 9.13 Pe 附加 边 ) 
Se 


(1) 3-SAT 是 可 满 el, a 

如 果 3-SAT 有 存在 真 值 指派 ND 中 必 存 在 (至 少 ) 一 个 文字 ， 它 在 真 值 
指派 中 为 真 。 i 车 有 多 个 ， 则 任意 选择 一 个 )。 这 个 文字 
对 应 的 顶点 上 的 独立 集 i 个 文字 ， 故 不 会 违反 第 一 类 
边 的 约束 ; 又 -个 3-SAT 的 解 里 面 不 可 能 包括 x 和 同时 为 真 的 可 能 ， 因 此 x 和 不 
可 能 被 同时 先入 ， 故 该 结 点 集合 也 不 会 违反 第 二 类 边 的 约束 。 

(2) 如 果 图 中 存在 大 小 为 的 独立 集 ， 则 3-SAT 是 可 满足 的 。 

如 果 这 样 构 造 出 来 的 独立 集 问题 有 解 ， 则 每 个 完全 三 顶点 子 图 里 面 有 且 仅 有 一 个 顶点 
入 选 独立 集 。 多 于 1 个 肯定 是 不 可 能 的 ， 但 少 于 1 个 则 无 法 形成 一 个 大 小 为 上 的 顶点 集 。 
又 由 于 图 中 正 负 都 存在 的 文字 间 有 边 相 连 ， 则 代表 文字 x 和 的 顶点 不 可 能 同时 入 选 独立 
集 。 这 样 一 来 ， 独 立 集 里 的 文字 指派 为 “ 真 ”将 不 会 产生 了 矛盾， 而 这 个 “ 真 ” 值 指派 完全 
满足 原 3-SAT! 因此 ，3-SAT 问题 可 以 规约 到 独立 集 上 。 又 由 于 这 种 规约 是 多 项 式 时 间 。 因 
此 ， 独 立 集 问题 为 NP 完全 问题 。 
我 们 知道 ， 独 立 集 、 顶 点 覆盖 和 团 集 是 三 个 密切 相关 的 问题 。 它 们 之 间 可 以 互相 转化 ， 
因此 证 明了 独立 集 为 NP 完全 问题 。 也 就 证 明了 其 他 两 个 问题 也 是 NP 完全 问题 。 

3. 汉密尔顿 回路 问题 


汉密尔顿 路 问题 ”的 定义 : 给 定 一 个 图 G， 是 否 存 在 一 个 包括 所 有 结 点 1 次 且 仅 1 次 的 
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@ 汉密尔顿 又 称 哈密 顿 (Hamilton) 


环 路 ? 

该 问题 是 爱尔兰 物理 学 家 和 数学 家 威廉 。 罗 万 。 汉 密 尔 顿 (William Rowan Hamilton) 
1857 年 发 明 的 一 个 数学 游戏 一 汉密尔顿 迷宫 ， 其 目标 是 在 一 个 十 二 面体 里 寻找 一 个 汉 密 尔 
里 回路 。 虽然 汉 密 尔 顿 利用 艾 科 西 亚 演算 (Icosia 微 积 分 ) 解 决 了 一 些 特殊 情况 下 的 汉密尔顿 
本 路 问题 ， 但 对 一 般 的 图 来 说 ， 汉 密 尔 顿 回 路 问题 仍然 是 一 个 难 解 之 题 。 事 实 上 ， 我 们 有 
以 下 的 定理 。 

定理 9.6 汉密尔顿 回路 问题 是 一 个 NP 完全 问题 。 















































首先 , 汉密尔顿 回路 问题 属于 NP。 因为 给 定 任意 一 个 结 点 序列 (潜在 的 汉密尔顿 回路 )， 
人 

结 点 有 边 相 连 。 因 此 ， 汉 密 尔 顿 回路 为 NP。 

“下 证 明 汉 害 尔 倾 回路 为 NP 玲 ， 我 们 选择 另 一 个 已 知 的 NP 图 的 问题 来 规约 。 
于 汉密尔顿 回路 问题 属于 图 论 中 的 问题 。 很 自然 ， 我 们 选 问题 作为 规约 源 。 我 
们 选择 的 是 顶点 覆盖 问题 (事实 上 ， 人 0 
覆盖 问题 的 NP 完全 性 质 留 给 读者 去 证 明 。 

我 们 的 思路 就 是 对 于 图 G 和 整数 ， 人 于 五 存在 汉密尔顿 
且 仅 当 G 有 一 个 大 小 为 上 的 顶点 集 。 那么 这 中 人 

1) 规约 的 思路 1: 子 构件 的 构造 和 
er 顶点 获 盖 的 核心 是 使 用 
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一 组 顶点 来 覆盖 所 有 的 边 ! 而 每 ) 被 覆盖 的 方 种 :被 顶点 u 覆盖 、 被 顶点 v 
获 闵 、 被 顶点 4 和 同时 履 盖世 因此 ; i 对 图 G 的 每 条 边 ， 需 要 构造 
某 种 子 构件 ， 使 得 该 构件 被 刻 插 在 图 万 A de 种 ， 分 别 对 
应 图 G 里 该 条 边 被 覆盖 的 三 种 情形 。 Cag 可 以 较 容 易 地 得 出 子 构件 的 设计 。 

于 图 G 顶点 覆盖 问题 里 面 的 每 一 条 边 (uy)， 我 们 把 它 变 为 图 万 的 汉密尔顿 回路 问 
题 里 面 的 一 个 子 物 伴 访 , 。 该 子 构件 有 两 排 12 个 结 点 ,每 排 6 个 结 点 ,分别 对 应 边 (u,v) 的 
一 个 点 。 两 排 之 间 4 条 边 连接 ， 如 图 9.14 所 示 。 

lw II 
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@—® = 
nu vy 

[Luv] [sx6] 
9.14 ”针对 每 条 边 {u,W 构 造 一 个 子 构件 Ww 


不 难看 出 ， 记 括 此 种 子 构件 里 所 有 结 点 的 回路 只 有 图 9.15 给 出 的 三 种 情形 。 这 里 
图 9.15(a) 对 应 的 是 图 G 的 边 fu,v} 被 顶点 ww 和 vw 同时 覆盖 的 情形 ， 图 9.15(b) 对 应 的 是 被 顶 
点 vv 覆盖 的 情形 ， 而 图 9.15(c) 对 应 的 是 被 项 点 u 覆盖 的 情形 。 
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(a) 被 碳 点 wy 和 vw 同时 覆盖 情形 tb) 被 山 点 wv 办 盖 的 情 瑚 (c) 被 质点 wu 柳 盖 的 情形 
图 9.15 每 个 子 构件 只 有 3 种 可 能 的 回路 

2) 规约 的 思路 2: 子 构件 的 连接 
在 顶点 覆盖 问题 里 ， 一 个 顶点 可 以 覆盖 与 其 相连 的 所 有 边 。 因 此 , 在 构造 图 万 的 时 候 ， 
我 们 必须 将 一 个 顶点 所 对 应 的 所 有 子 构件 连接 起 来 ; 使 其 可 以 镶嵌 在 图 五 的 某 个 回路 上 。 
这 样 ， 我 们 就 获得 了 子 构件 的 连接 设计 : 对 于 图 局 ee -个 顶点 v， 我 们 将 图 万 里 面 由 边 
f4 让 所 构建 的 子 构件 按 如 下 方式 进行 连接 : 假定 v 的 邻 结 点 为 am ， 增 加 边 
{v6,6], 了 v1 ，{[wm6[wmsD 9 ，{[wx ,6],[v,x,,1]} 。 也 就 是 将 按 边 构 造 的 子 


构件 里 面 对 应 同一 个 顶点 的 那 排 (个 结 点 ) 进 行 首尾 相间 ;形成 子 构件 串 ， 如 图 9.16 所 示 。 
图 9.17 描述 的 是 从 一 个 完整 的 图 G 构建 对 应 图 万 的 孙 构 件 及 其 连接 情况 。 





























fv.1] 


[ve.6] 











图 9.16 将 不 同 子 构件 里 面 对 应 同一 个 顶点 的 那 排 首 尾 相 接 形成 子 构件 串 

至 此 ， 所 有 的 子 构件 及 其 连接 都 构造 完毕 。 下 面 需 要 将 顶点 覆盖 问题 里 面 的 整数 上 构 
建 到 图 如 里 来 。 最 直接 的 构造 方式 就 是 在 图 右 里 面 增加 个 顶点 , 分 别 对 应 图 G 里 面 被 选 
择 的 大 个 顶点 。 但 我 们 如 何 将 这 个 顶点 与 万里 面 已 经 构造 好 的 子 构件 进行 连接 呢 ? 














ok 
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图 9.17 从 左面 的 图 G 构造 出 图 片 的 子 构件 及 其 连接 
3) 规约 的 思路 3， 顶 点 的 连接 s 
我 们 在 图 G 里 面 添加 个 选择 器 顶点 3,…,s, ,它们 代表 顶点 覆盖 问题 里 被 选择 的 顶点 。 
将 每 个 选择 顶点 连接 在 每 个 子 羯 件 串 的 首尾 顶点 形成 一 个 环 路 。 将 每 个 子 构件 串 的 第 1 个 
顶点 [wx 和 最 后 一 个 顶点 [vi 总 ,6] 都 连接 在 每 个 选择 顶点 s, 上 ， 如 图 9.18 所 示 。 





[wm 小 


[wm 可 





[wx:6] 


图 9.18 将 每 个 选择 项 点 与 由 每 个 顶点 所 构造 的 子 构 件 串 连 接 起 来 
图 9.19 描述 的 是 从 一 个 完整 的 图 G 构建 对 应 图 万 的 子 构件 串 及 其 与 选择 顶点 的 连接 。 
此 , 我们 的 图 万 构造 完成 。 而 图 G 存在 一 个 大 小 为 的 顶点 覆盖 当 且 仅 当 图 及 存在 一 个 
汉密尔顿 回路 。 而 且 图 鼠 的 构造 可 在 多 项 式 时 间 内 完成 。 
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图 9.19 从 左面 的 图 G 构造 出 图 Ca 





正确 性 证 明 
图 G 存在 大 小 为 大 的 可 路 














如 果 图 G 存在 大 小 为 有 的 项 点 盖 ， 设 该 和 六 ui} ， 则 我 们 在 图 万里 如 此 
开始 ， 连 接 由 顶点 » 所 构建 的 子 构件 串 ， 然 后 连通 s,， 之 后 


构造 一 
再 连接 
件 串 ， 


问题 是 它 ; 

光子 构建 串 陡 括 了 图 及 里 面 的 子 构件 ， 加 上 环 路 里 包含 的 所 有 选择 结 点 ， 我 们 上 
构造 的 环 路 通过 了 图 万 所 有 的 顶点 。 因 此 ， 该 环 路 确实 是 汉密尔顿 回路 。 
(2) 如 果 图 万 存在 汉密尔顿 回路 ， 则 图 G 存在 大 小 为 的 顶点 覆盖 

如 果 图 瑟 存 在 汉密尔顿 回路 ， 由 于 选择 顶点 之 间 没有 直接 的 边 ， 则 该 汉 密 尔 

一 个 选择 顶点 出 来 ， 下 一 个 顶点 必然 是 一 个 子 构件 的 起 始 项 点 。 又 由 于 不 同 的 子 

间 没 有 直接 的 边 ， 它 们 必须 通过 选择 顶点 连接 。 由 于 图 万 一 共有 个 选择 顶点 

能 经 过 上 个 且 仅 个 子 构建 串 。 而 对 应 这 个 子 构建 串 的 

是 上 个 ! 问题 是 这 大 个 顶点 是 否 真是 图 G 的 一 个 覆盖 呢 ?” 由 于 这 个 子 构件 串 里 

件 就 是 按照 图 G 里 面 的 边 所 构建 的 , 因此 对 应 这 上 个 子 构建 串 的 项 点 覆盖 了 G 里 1 


点 开始 


何 汉 密 


个 环 路 ， 从 选择 














最 后 











尔 顿 回路 一 共 只 


顶点 几 所 构建 的 池 构 件 串 ，…… 然 后 
通 到 选择 结 点 % 。 显 然 ， | 如 此 构造 的 肯定 是 一 个 环 路 。 
:汉密尔顿 回路 呢 ? 由 于 fv,w,…, 以 } 团 盖 了 所 有 的 边 ， 因此 由 这 个 结 


























$5， 之 后 再 连通 由 顶点 v 所 构建 的 子 构 





























剖 沼 团 合 荡 


1 








本 路 从 
串 之 
此 , 任 
点 数 也 
的 子 构 























边 。 所 以 ， 图 G 存在 一 个 大 小 为 上 的 顶点 覆盖 集合 。 
此 ， 项 点 覆盖 问题 确实 可 以 规约 到 汉密尔顿 回路 问题 上 。 又 由 于 这 种 规约 是 多 项 式 
时 间 ( 留 给 读者 去 验证 )， 



































因此 ， 汉 密 尔 顿 回路 问题 为 NP 完全 问题 。 








的 所 有 


PB 


9.6 ”NP 难 问题 的 近似 算法 


现在 我 们 要 讨论 如 何 求解 与 旅行 商 问题 、 背 包 问 题 类 似 的 组 合 最 优 难题 。 这 些 问 题 的 
判定 版 本 都 是 NP 完全 的 。 这 些 组 合 难题 的 最 优 版 本 属于 一 类 NP 难 问题 ， 也 就 是 至 少 和 
NP 完全 问题 一 样 困难 的 问题 。 因此， 对 于 这 些 问 题 , 我 们 没有 已 知 的 多 项 式 时 间 算法 ， 而 
且 有 严格 的 理论 可 以 使 我 们 相信 ， 这 样 的 算法 是 不 存在 的 。 由 于 其 中 许多 问题 具有 非常 重 
要 的 实际 意义 ， 我 们 应 该 如 何 来 处 理 这 些 问 题 呢 ? 
如 果 所 讨论 问题 的 实例 非常 小 ， 我 们 可 以 用 一 种 穷 举 查找 算法 对 它 求 解 ， 其 中 某 些 问 
题 也 可 以 用 动态 规划 技术 求解 。 但 是 ， 即 使 这 些 方法 在 理论 上 是 可 行 的 ， 它 们 的 实用 性 也 
是 很 有 限 的 ， 它 们 要 求实 例 的 输入 规模 相对 较 小 。 分 支 界 限 技术 的 发 明 被 证 明 是 一 项 重要 
的 突破 ， 因 为 这 种 技术 使 我 们 有 可 能 在 可 接受 的 时 间 内 ， 人 难题 的 某 些 较 大 实例 
求解 。 然 而 ， 这 种 优良 的 性 能 常常 是 无 法 保证 的 。 ) 汪 种 完全 不 同 的 方法 来 处 理 




































































组 合 最 优 难 题 ， 用 快速 的 算法 对 它们 近似 求解 。 有些 :一定 要 求 最 优 解 ， 可 能 较 优 
解 就 足够 了 。 对 于 这 样 的 应 用 ， 0 此 外 ， 在 实际 应 用 中 ， 我 们 常常 








不 得 不 处 理 不 精确 的 数据 。 在 这 种 情况 下 ， 0 
i, 但 其 中 许多 算法 都 是 基于 特定 问题 的 启发 
式 算法 。 启 发 式 算法 是 一 种 来 自 于 经 来 自 于 数学 证 明 的 常识 性 规则 。 例 如 ， 在 旅 


行商 问题 中 ， 我 们 可 以 访问 最 近 的 来 vs 这 就 是 这 不 概念 的 很 好 例子 。 
当然 ， 和 : 际 最 优 解 的 一 个 近似 值 ， 我 们 就 会 

em 对 于 一 个 对 某 些 函 儿 法 小 化 的 问题 来 说 ， 我 们 可 以 用 近似 

解 % 的 相对 误 关 规模 ee)= 二 SA 来 的 精度 。 其 中 ,是 问题 的 一 个 精确 解 。 

re YA 一 

另 一 种 做 法 是 reGD)= G2) ) 1 我 们 可 以 简单 地 使 用 精确 率 x(,)= 大型 作为 

s, 的 精确 度 度量 。 请 注意 ， 为 了 保证 度量 标准 的 一 致 性 ， 最 大 化 问题 的 近似 解 精确 度 

re = 了) 以 使 得 这 个 比率 总 是 大 于 等 于 1， 就 像 最 小 化 问题 的 精确 率 一 样 。 


显然 ，r(s,) 越 是 接近 1， 算 法 近似 解 的 质量 就 越 高 。 但 对 于 大 多 数 实例 来 说 ， 没 法 算 
出 这 个 精确 率 ， 因 为 一 般 来 说 , 我 们 并 不 知道 目标 函数 真正 的 最 优 值 Ads ) 。 我 们 只 能 寄 希 
望 于 得 到 x(s, ) 的 一 个 较 好 上 界 。 这 就 导出 了 下 列 定义 。 

定义 如 果 对 于 所 讨论 问题 的 任何 实例 , 一 个 多 项 式 时 间 的 近似 算法 的 近似 解 的 精确 率 
最 多 是 ce， 我 们 把 它 称 作 一 个 c 近似 算法 ， 其 中 c 宇 1。 也 就 是 说 r(s,) 筷 ce 

对 于 问题 的 所 有 实例 ,使 上 式 成 立 的 c 最 佳 (也 就 是 最 低 ) 值 ， 称 为 该 算法 的 性 能 比 ， 记 
作 有 Ri 

性 能 比 是 一 个 用 来 指出 近似 算法 质量 的 主要 指标 。 我 们 需要 那些 R, 尽量 接近 1 的 近似 
算法 。 但 遗憾 的 是 ， 就 像 我 们 会 看 到 的 ， 某 些 简单 近似 算法 的 性 能 比 趋向 于 无 穷 大 (Ri=co)。 
这 并 不 意味 着 我 们 不 能 使 用 这 些 算 法 ， 只 是 提醒 我 们 要 小 心 对 待 它们 的 输出 。 


er 
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求解 组 合 最 优 难题 时 ， 我 们 要 把 两 个 重要 的 事实 记 在 脑 中 。 首 先 ， 昌 然 对 大 多 数 这 类 问 
题 来 说 ， 精 确 求解 的 难度 级 别 和 把 两 个 问题 在 多 项 式 时 间 内 相互 转换 是 相同 的 ， 但 在 近似 算 
法 的 领域 ， 这 个 等 价 关系 并 不 成 立 。 对 于 其 中 某 些 问题 来 说 ， 求 一 个 具有 合理 精度 的 近似 解 
要 比 其 他 问题 简单 得 多 。 其 次 ， 某 些 难题 具有 一 些 特殊 的 实例 类 型 ， 这 些 类 型 不 仅 在 实际 应 
用 中 非常 重要 ， 而 且 比 相应 的 一 般 性 问题 更 易 解 。 旅 行商 问题 就 是 一 个 最 好 的 例子 。 


9.6.1 ”旅行 商 问题 的 近似 算法 


多 年 来 ， 这 个 著名 的 问题 已 经 出 现 了 众多 的 近似 解法 。 作 为 例子 。 我 们 这 里 来 讨论 其 
中 的 一 部 分 。 不 过 先 要 回答 这 样 一 个 问题 ， 我 们 是 不 是 可 能 找到 一 个 具有 有 限 性 能 比 的 多 
项 式 时 间 的 近似 算法 ， 来 对 旅行 商 问题 的 所 有 实例 求解 。 下 面 的 定理 告诉 我 们 ， 除 非 
P= NP ， 和 否则 答案 为 否 。 
定理 9.7 如 果 PzNP， 则 放行 间 不 人 在。 近似 法 和 说 ,这 交 问 题 不 存在 多 
项 式 时 间 的 近似 算法 使 得 所 有 的 实例 都 满足 


NAN 
f(s,)< rm 
证 明 : 


上 反 证 法 ， 假 设 存在 这 样 的 近似 算法 4 A 一 般 性 ， 可 以 假设 c 是 一 个 正 整 
数 )， ed 密 尔 顿 回路 问题 。 我们 将 利用 11.3 节 使 



























































的 转换 的 变种 来 把 汉密尔顿 回路 问 行商 问题 。 设 G 是 一 个 具有 个 顶点 的 任 
意图 。 我 们 可 以 把 G 映射 为 一 个 加 权 完 方法 是 将 .G 中 每 条 边 的 权重 设 为 1， 然 后 
把 G 中 不 邻接 的 顶点 间 都 加 上 [条 Ln -条 汉密尔顿 回路 , 它 在 G' 
中 的 长 度 应 该 是 mm 因此 ， 它 就 是 G 的 旅行 商 问 是 的 精 “。 请 注意 ， 如 果 s, 是 算法 4 
求 得 的 G' 的 近似 解 , 那 < er 和 6 那么 G 
中 的 最 短 旅途 将 至 消 包 含 一 条 权重 为 cn+1 的 边 ,> 央 此 Js,) > f(s") 宇 cn 。 根 据 上 述 两 个 
人 页 回路 问题 ， 方 法 是 把 G 
映射 为 G' 法 4 来 得 到 G' 中 的 旅途 % ， 然 后 将 它 的 长 度 和 cn 比 。 由 于 汉密尔顿 加 
路 问题 是 NP 完全 问题 ， 除非 P= NP ， 否 则 就 会 得 出 一 个 矛盾 。 

信 ”最 近邻 居 算 法 

下 面 这 个 简单 的 贪 禁 算法 基于 一 种 最 近邻 居 的 启发 式 算法 ， 下 一 次 总 是 访问 最 近 的 未 
访问 城市 。 

第 一 步 :任意 选择 一 个 城市 作为 开始 。 

第 二 步 : 重复 下 面 的 操作 直到 访问 完 所 有 的 城市 。 访 问 和 最 近 一 次 访问 的 城市 最 接 
近 的 未 访问 城市 (顺序 是 无 关 紧要 的 )。 

第 三 步 ， 回 到 开始 的 城市 。 

例 9.4 对 于 图 9.20 中 的 图 所 代表 的 实例 ， 把 a 作为 开始 项 点 ,最 近邻 居 算 法 生成 的 旅 
程 (哈密 顿 回路 )s, 等 于 ae-b-c-d-a， 长 度 等 于 10。 
最 优 解 可 以 简单 地 用 穷 举 查找 法 求 出 ， 是 旅程 s :a-0-d-c-a。 因 此 ， 这 个 解 的 精 


确 率 为 rs) = = 卫 -125。 也 就 是 说 ， 旅 程 s 比 最 优 旅程 要 长 25%。 
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图 9.20 用 来 阐明 最 近邻 居 算法 的 旅行 商 问题 的 实例 


遗憾 的 是 ， 除 了 简单 之 外 ， 最 近邻 居 算 法 乏善可陈 。 具 体 来 说 ， 我 们 无 法 说 出 在 一 般 
情况 下 ， 该 算法 求解 的 精确 度 是 多 少 ， 因 为 这 个 算法 会 在 旅程 别 无 选择 的 情况 下 ， 和 迫使 我 
们 穿 过 一 条 非常 长 的 边 。 的确 ， 如 果 我 们 把 例 9.4 中 边 (a,b) 的 权重 改 成 任意 一 个 w 宇 6 的 

该 算法 会 输出 一 条 长 度 ; 二 站 ES 1 
大 数 , 该 算法 会 输出 一 条 长 度 为 4+w 的 旅程 a-b 一 c 0 b-d-c-a 


长 度 为 8。 因此， 有 /XK 
f(5) _4+w < 
f(s) ,aX 
Pn wi st 此 ,对 于 这 个 算法 ，R4=oo( 和 定 
理 9.7 的 结论 相同 )。 ~ 
0 
全 图 的 最 小 权重 边 集 合 ， 使 得 所 有 项 点 的 连通 度 都 为 2。( 该 算法 强调 的 是 顶点 而 不 是 边 ， 
是 不 是 让 我 们 想起 另 一 个 仿 焚 算法 训 ) 对 该 问题 应 用 上 述 贫 顽 技术 可 以 得 出 下 列 算法 
st pW ;AK 
1 多 片 科 启 发 算法 x 
第 一 步 :将 边 按照 权 人 
第 二 步 : 重复 下 9 操作 直到 获得 于 条 结 点 数 为 a 的 旅途 ，n 是 待 解 问题 中 的 城市 数 
和 
为 3， 也 不 会 产生 一 条 长 度 小 于 的 回路 否则， 忽略 这 条 边 。 
第 三 步 ， 返回 旅途 边 集合 。 
作为 例子 , 我 们 对 上 图 应 用 该 算法 ,这 会 得 到 {(a,b),(c,q),(b,c),(a,d)}。 这 个 边 集合 组 
成 的 旅途 和 最 近邻 居 算 法 生成 的 旅途 是 相同 的 。 一 般 来 说 ， 多 片段 启发 算法 生成 的 旅途 比 
最 近邻 居 算 法 有 显著 改善 。 但 多 片段 启发 算法 的 性 能 比 也 是 没有 上 界 的 。 
然而 ， 对 于 一 类 非常 重要 的 ， 被 称 为 欧 几 里 得 类 型 的 实例 所 构成 的 子 集 ， 我 们 可 以 给 
出 最 近邻 居 算 法 和 多 片段 启发 算法 精确 度 的 一 个 有 效 断 言 。 有 些 实例 中 ， 城 市 间 的 距离 满 
足以 下 正常 条 件 : 
1) 三 角 不 等 式 
对 于 任意 城市 i, j,k 构成 的 三 角形 ，d[i, 有 让 志 d[i,k]+d[k, 刘 。 即 城市 i 和 j 之 间 的 距离 
不 会 超过 从 i 经 过 某 些 中 间 城 市 再 到 j 的 折线 路 径 长 度 。 
2) 对 称 性 
对 于 任意 两 个 城市 i 和 jd[i, 用 =d[j,]。 即 从 j 到 i 的 距离 和 从 i 到 j 的 距离 是 相同 的 。 
旅行 商 问 题 的 相当 部 分 实际 应 用 属于 欧 几 里 得 实例 。 具体 来 说 , 其 中 包括 地 理 方面 的 应 用 ， 
其 中 城市 和 平面 中 的 点 相对 应 ， 而 距离 是 由 标准 欧 几 里 得 公式 计算 出 来 的 。 虽 然 求解 欧 几 
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里 得 类 型 的 实例 时 ， 最 近邻 居 算法 和 多 片段 启发 算法 的 性 能 比 还 是 无 法 界定 ， 但 对 于 该 算 
法 的 任何 n 宇 2 个 城市 的 实例 来 说 ， 其 精确 率 都 满足 下 面 的 不 等 式 
ogyn|+)) 
其 中 ，/(s,) 和 f(s') 分 别 是 最 近邻 居 算法 的 长 度 和 最 短 旅程 的 长 度 。 

旅行 商 问题 的 有 些 近似 算法 利用 了 同一 个 图 的 哈密 顿 回 路 和 最 小 生成 树 的 关系 。 由 于 
从 哈密 顿 回 路 中 去 掉 一 条 边 就 能 得 到 二 棵 生成 树 ， 我 们 希望 可 以 先 构造 一 棵 最 小 生成 树 ， 
然后 在 这 一 良好 的 基础 上 来 构造 一 条 近似 最 短路 径 。 下 面 这 个 算法 用 一 种 非常 直接 的 方式 
实现 了 这 一 思想 。 

。 绕 树 两 周 算法 
第 一 步 : 对 一 个 旅行 商 问题 的 给 定 实例 ， oa en 
第 二 步 : 从 一 个 任意 项 点 开始 ， rn 并 记录 下 经 过 的 顶点 ”; 






























































第 三 步 : 扫描 第 二 步 中 得 到 的 顶点 列表 ， 从 中 消 重复 出 现 的 顶点 ， 但 留 下 出 现 
RD 成 了 一 条 汉密尔顿 回路 , 这 就 是 
该 算法 的 输出 。 














ee a, b, c, b, d, 





rt 该 图 的 最 小 生成 树 是 由 边 (a,5),(b,c),(b,q), 
ee a, 
e, d, b, as 1 


~ 





(b) 绕 着 最 小 生成 树 散步 时 直 捷 径 
图 9.21 绕 树 两 周 算法 演示 

消去 第 三 个 b( 从 c 到 4d 的 捷径 )， 然 后 是 第 二 个 d 和 第 三 个 b( 从 e 到 a 的 捷径 )， 就 生成 了 
长 度 为 39 的 汉密尔顿 回路 : a,，b, c,d,，e, a。 

上 例 中 求 得 的 旅程 不 是 最 优 的 。 虽 然 这 个 实例 很 小 ， 以 至 于 我 们 可 以 用 穷 举 查找 法 或 
者 分 支 界限 法 来 求 出 一 个 最 优 解 ， 但 为 了 不 失 一 般 性 ， 我 们 将 会 避免 这 样 做 。 一 般 来 说 ， 
我 们 并 不 知道 最 优 解 的 实际 长 度 是 多 少 ， 因 此 ， 无 法 计算 精确 率 f(s,)/ f(s')。 但 对 于 绕 树 
两 周 算法 来 说 ， 如 果 给 定 的 图 是 欧 几 里 得 类 型 的 ， 我 们 至 少 可 以 对 上 面 的 精确 率 做 一 个 
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@ 这 可 以 用 深度 优先 遍历 来 完成 。 
回 这 相当 于 在 散步 中 走 捷径 。 
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定理 9.8 对 于 具有 了 网 几 里 得 距离 的 旅行 商 问题 来 说 , 绕 树 两 周 算法 是 一 个 2 近似 算法 。 

证 明 显然 ， 如 果 我 们 在 第 一 步 中 使 用 一 个 合理 的 算法 ， 比 如 Prim 算法 或 者 Kruskal 
算法 ， 绕 树 两 周 就 是 一 个 多 项 式 时 间 的 算法 。 我 们 需要 证 明 的 是 ， 对 于 旅行 商 问题 的 欧 几 
里 得 实例 来 说 ， 绕 树 两 周 算法 得 到 的 旅程 w 的 长 度 最 多 为 最 优 旅 程 占 * 长度 的 两 倍 。 也 就 
是 说 ,Fls) 科 2 ) 。 
因为 从 占 * 中 移 走 任何 一 条 边 都 会 产生 一 棵 生成 树 7， 其 权重 可 以 设 为 w(7)， 这 一 定 
大 于 等 于 图 的 最 小 生成 树 的 权重 w(7*)， 我 们 得 到 不 等 式 f(s*) > w(T) mw(T) 。 这 个 不 等 
式 意味 着 2f/(s') > 2w(7) = 算法 第 二 步 中 得 到 的 路 程 长 度 。 

由 于 算法 第 三 步 中 ， 求 % 时 可 能 走 的 捷径 不 可 能 增加 欧 几 里 得 图 中 的 路 程 长 度 ， 
是 说 第 二 步 获 得 的 路 径 长 度 宇 s, 的 长 度 。 结 合 前 两 个 不 等 式 ， 我 们 得 到 2f(s*)> f(s,)。 
际 上 ， 这 个 断言 比 我 们 需要 证 明 的 断言 更 强 一 些 


3.Christofides 算法 


对 于 隐 放 里 得 放 全 商 间 是， 还 有 一 和 性 能 比 到 的 ee 
算法 。 也 和 用 了 这 个 问题 和 最 小 生 在 的 关 和 t 人 2 法 要 比 绕 树 两 周 算法 更 复杂 些 。 
请 注意 ， ee ce 条 欧 拉 回 路 ， 我 们 可 以 把 给 定 
网 图 中 的 竹 条 边 重复 一 站 信 得到 这 小 多 须 轩 必 有 全 一 下 ， 当 全 公 当 过 通 和 重 加 的 公 个 机 上 
的 连通 度 都 是 偶数 时 ， 它 才 有 具有 欧 拉 We 
nn 小 权重 匹配 边 ( 这 种 项 点 的 数量 总 为 偶数 ， 因 此 总 
有 最 小 权重 匹配 边 ) 加 入 图 中 。 i 拉 回路 ， 再 通过 走 捷径 的 办 
法 将 其 转换 为 汉密尔顿 回路 写 这 二 步 和 绕 机 两 周 后 一 步 是 相同 的 。 

例 9.6 我 们 在 图 9. 和 2 中 跟踪 Christofides 算法 , 所 使 用 的 实例 与 图 9.21 中 跟踪 绕 树 两 
周 算 法 用 到 的 实例 是 入 同上 ey 的 最 小 生成 树 。 这 个 图 有 4 个 连通 度 为 
































































































































奇数 的 顶点 ，a, ;bw 和 e。 这 4 个 顶点 \ 权 重 匹 配 是 由 边 (a, 5) 和 (ec, e) 组 成 的 。( 由 于 
这 个 实例 很 小 我 们 可 以 比较 三 种 可 能 匹配 的 总 权重 来 求 得 最 小 权重 匹配 ， 它 们 是 (a, 六 和 
(c, e)， (a, Cc) 和 (6,e), (a, e) 和 (4b, c)) 从 顶点 a 开始 对 该 多 重 图 遍历 , 得 到 欧 拉 回路 a-b-c-e-d- 
b-a， 对 它 走 捷径 之 后 ， 生 成 长 度 为 37 的 旅途 a-b-c-e-d-b-a。 


























(a) 最 小 生成 树 加 上 所 有 连 道 度 为 硒 数 的 项 点 的 (©) 得 到 的 哈密 尔 顿 加 路 
地 小 权重 无 配 边 ( 川 虎 线 表 小) 


图 9.22 ”Christofides 算法 的 应 用 
对 于 欧 几 里 得 实例 ，Christofides 算法 的 性 能 比 是 1.5。 一 般 来 说 ， 在 经 验 测试 中 
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Christofides 算法 生成 的 近似 最 优 旅途 明显 好 于 绕 树 两 周 算法 。 通 过 对 算法 最 后 一 步 的 走 捷 
径 法 进行 优化 ， 这 种 启发 式 算法 求 得 的 旅途 还 能 更 短 ; 按照 任意 次 序 检查 被 多 次 访问 的 城 
市 , 并 对 每 个 城市 找 出 可 能 的 最 佳 捷径 。 但 在 例 9.6 中 , 从 a-b-c-e-d-b-a 得 到 的 a-b-c-e-d-b-a 
不 能 通过 这 种 增强 法 得 到 改善 ， 因 为 对 b 的 第 二 次 出 现 走 捷径 正好 比 对 第 一 次 走 捷径 来 得 
好 。 但 一 般 来 说 ， 至 少 对 于 随机 生成 的 欧 几 里 得 实例 ， 这 种 做 法 可 以 把 近似 解 和 最 优 旅途 
长 度 之 间 的 差距 减少 10% 一 15%。 

4. 本 地 查找 启发 法 

对 于 欧 几 里 得 实例 来 说 ， 用 和 迭 代 改 进 算法 求 得 的 近似 最 优 旅途 的 质量 好 得 惊人 ， 这 类 
算法 也 被 称 为 本 地 查找 启发 法 。 其 中 最 著名 的 要 算 2 选 、3 选 和 Lin-Kernighan 算法 。 这 类 
算法 从 某 个 初始 旅途 开始 ， 初始 旅途 可 以 随机 构造 或 者 用 某 些 简单 的 近似 算法 求 得 ， 比如 
最 近邻 居 算 法 。 每 次 迭代 的 时 候 ， 该 算法 把 当前 旅途 中 的 一 些 他 边 来 代替 ， 试 图 得 
到 一 个 和 当前 旅途 稍 有 差别 的 旅途 。 如 果 这 个 改变 能 生成 二 个 旅途 ， 该 算法 就 把 新 
旅途 作为 当前 旅途 ， 然 后 用 同样 方法 试图 找到 另 一 机 Sg 否则 ， 就 把 当前 旅途 作 


























为 算法 的 输出 返回 ， 算 法 也 就 停止 了 。 

2 选 算法 的 工作 方式 是 删除 一 个 旅途 中 的 一 7 然后 把 这 两 条 边 的 端点 用 另 
一 对 边 重新 连 起 来 ， 以 得 到 另 一 个 旅途 (参见 Nt 请 注意 ， 将 
两 对 端点 重新 连接 起 来 的 方法 只 有 一 种 , 因 》 et 
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< 和 >， 
NS 户 C 人 
(a) 原 旅途 (b) 新 旅途 
图 9.23 2 改变 





例 9.7 对 于 图 9.21 的 图 ， 我 们 从 最 近邻 居 旅 途 a-b-c-d-e-a 开始 改进 ， 它 当前 的 长 度 
1 =39 接 下 来 ，2 选 算法 会 按照 图 9.24 所 示 生 成 下 一 个 旅途 。 
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9.24 ”对 图 9.21 中 的 最 近邻 居 旅 途 的 2 改变 
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38 =39 
(新 旅途 ) 


图 9.24 对 图 9.21 中 的 最 近邻 居 旅 途 的 2 改变 ( 续 ) 
将 2 改变 的 概念 推 而 广 之 , 对 于 任何 k 宇 2， 都 可 以 得 到 改变。 这 种 操作 最 多 替换 当 


前 旅途 中 的 大 条 边 。 但 除了 2 改变 ， 只 有 3 改变 被 证 明 具 有 实际 意义 。 图 9.25 给 出 了 3 改 
变 中 可 能 发 生 的 两 种 主要 替换 。 








G CG, G Et 
th 产 ~ Cs CG 
四 2 | 
CI CG 名 G 
(a) 原 旅途 (b) 新 旅途 
图 9.25 3 改变 
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Lo 的 
{6) 改变 结果 
图 9.25 3 改变 ( 续 ) 
9.6.2 背包 问题 的 近似 算法 入 


背包 问题 是 另 一 个 著名 的 NP 困难 问题 ， 我 们 知道 : AN 重量 为 mw ，…，w、 价 
值 为 ww，，…，w 的 物品 ， 以 及 - -个 承重 量 为 所 的 背包 流出 其 中 最 有 价值 的 物品 子 集 , 并 
且 能 够 全 部 装 入 背包 中 。 我 们 看 到 过 如 何 用 AN 动态 规划 法 和 分 支 界限 法 对 这 个 
问题 求解 。 现 在 我 们 要 用 近似 算法 求解 该 问题 *“ 


.背包 问题 的 贪 禁 算法 


我 们 可 以 想到 若干 种 贪 禁 方法 来 : 。 一 种 是 按照 物品 重量 的 降序 来 选择 。 然 
而 ， 越 重 的 物品 并 不 一 定 是 :集合 中 最 有 价值 的 。 二 ， 乃 们 可 以 按照 物品 价值 的 降序 挑选 
物品 ， 但 无 法 保证 背包 的 承重 量 能 够 有 效 利用 。 我 们 是 不 是 角 E 够 找到 一 人 
虑 价值 的 贪 禁 策略 呢 ? 这 种 策略 是 存在 的 ， 方法 是 计算 价值 重量 比 v/w ，i=1,2,…,n， 并 
且 按 照 这 些 比率 的 降序 选择 物品 。 以 FF 筑 法 站 于 这 种 启发 式 的 贫 柳 算法 。 

(1) 离散 背包 问 的 仿 焚 算法 。 淋 》 

第 一 步 ， 对 于 给 定 的 物品 ， 计 算 其 价值 重量 比 ; =v/w，i=1,2,…,n。 

第 三 步 : 按照 第 一 步 计算 出 的 比率 的 降序 ， 对 物品 进行 排序 (原先 的 顺序 可 以 忽略 )。 

第 三 步 : 重复 下 面 的 操作 ， 直 到 有 序列 表 中 不 留 下 物品 。 如 果 列 表 中 的 当前 物品 能 够 
装 入 背包 ， 将 它 放 入 背包 中 ; 否则 ， 处 理 下 一 个 物品 。 

下 面 让 我 们 来 考虑 背包 问题 的 一 个 实例 ， 其 中 背包 的 承重 量 是 10， 物 品 的 信息 参见 
表 9.6。 



































表 9.6 物品 的 相关 信息 














物品 价值 (美元 ) 
1 42 
2 12 
3 40 
4 25 











计算 它们 的 价值 重量 比 ， 并 对 这 些 效率 比率 按照 非 升 序 排列 ， 我 们 得 出 表 9.7。 
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表 9.7 物品 的 相关 信息 






价值 (美元 ) 
40 | 10 
4 


















该 贪 禁 算法 会 选择 重量 为 4 的 第 一 个 物品 ， 跳 过 下 一 个 重量 为 7 的 物品 ， 选 择 下 一 个 
重量 为 5 的 物品 ， 然 后 跳 过 最 后 一 个 重量 为 3 的 物品 。 这 样 得 到 的 解 恰好 是 这 个 实例 的 最 
优 解 。 

这 个 贪 禁 算 法 是 不 是 总 能 产生 一 个 最 优 解 呢 ? 回答 当然 是 否定 的 ， 如 果 它 可 以 ， 我 们 
就 有 了 一 个 求解 NP 困难 问题 的 多 项 式 时 间 的 算法 。 实 际 上 下 面 的 例子 说 明 ， 我 们 无 法 








对 这 个 算法 的 近似 解 的 精确 度 ， 给 出 一 个 有 限 的 上 界 。 





我 们 再 举 另 一 个 例子 ， 背 包 的 承重 量 开 > 2 ， 物 品 的 ff 
表 9.8 物品 的 相关 信息 








因为 物品 已 经 按照 要 求 排序 了 》 该 和 法 选择 了 第 个 物 吕 品 并 跳 过 了 第 二 个 物品 。 这 个 
子 集 的 总 价值 是 2, 而 最 优选 择 是 物品 2， 它 的 价值 是 7 因此 ， 这 个 近似 解 的 精确 率 rs ) 
是 不 /2， 它 是 没有 七 界 的 。 
令 人 惊奇 的 是 ， 对 这 个 ta ee -个 具有 有 限 性 能 比 的 近似 算法 。 
它 所 做 的 只 不 过 是 从 两 个 解 中 选取 较 好 的 一 个 : 一 个 是 贪 禁 算 法 求 得 的 解 ， 另 一 个 解 只 包 
含 具 有 最 大 价值 、] 是 能 够 装 进 肖 包 的 音 个 物品 。 不 并 证 这 个 增强 贪 禁 算法 的 性 能 比 
等 于 2。 也 就 是 说 ， 一 个 最 优 子 集 * 的 价值 ， 永 远 不 会 比 增强 贪 禁 算法 所 得 到 的 子 集 s, 的 
价值 大 两 倍 以 上 ， 而 这 个 断言 所 能 给 出 的 最 小 乘 数 也 是 2。 
考虑 一 下 背包 问题 的 连续 版 本 也 是 有 益 的 。 在 这 个 版 本 中 ， 我 们 可 以 按照 任意 比例 取 
走 给 定 的 物品 。 对 于 该 问题 的 这 个 版 本 ,我们 可 以 很 自然 地 把 贪 禁 算法 修改 如 下 
(2) 连续 背包 问题 的 贪 禁 算 法 。 
第 一 步 : ek hy i=1,2,…,n。 
降序 ， 对 物品 排序 (原先 的 顺序 可 以 忽略 )。 
5 下 面 的 操作 ， 直到 背包 已 经 装 江 或 者 有 序列 表 中 不 留 下 任何 物品 。 如 
果 列 表 中 当前 物品 能 够 完全 装 入 背包 ， 将 它 放 在 背包 中 并 处 理 下 一 个 物品 ， 和 否则 ， 取 出 
它 能 够 装 满 背包 的 最 大 部 分 ， 然 后 停止 。 
对 于 上 面 离散 版 本 贪 禁 算法 使 用 的 四 物品 实例 ， 现 在 假设 它 是 个 连续 实例 ， 我 们 的 算 
法 会 取 走 重量 为 4 的 第 一 个 物品 。 然 后 取 走 下 一 个 物品 的 6/7， 来 装 满 整 个 背包 。 
毫 不 奇怪 ， 这 个 算法 总 是 能 够 产生 连续 背包 问题 的 最 优 解 。 的 确 。 这 些 物品 是 按照 它 










































































Co 


第 9 章 P 和 NP 问题 浅 析 

















们 利用 背包 承重 量 的 效率 排序 的 。 如 果 有 序列 表 的 第 一 个 物品 重量 为 w ， 价 值 为 w， 没 有 























个 解 使 用 了 w 单位 的 承重 量 以 后 ， 能 够 产生 高 于 v 的 回报 。 如 果 第 一 个 物品 或 者 其 余部 
分 不 能 装 满 背 包 ， 我 们 应 该 继续 尽量 多 地 取 走 效率 第 二 高 的 物品 ， 以 此 类 推 。 这 基本 已 经 


给 











了 一 个 正式 证 明 的 轮廓 ， 我 们 把 它 留 给 大 家 做 练习 。 也 请 注意 ， 对 已 一 个 连续 背包 问 


题 实例 的 最 优 解 来 说 , 它 的 值 可 以 提供 给 同样 实例 的 离散 版 本 ,作为 其 最 优 解 的 取 值 上 界 。 


2， 近 似 方案 
我 们 现在 回 到 背包 问题 的 离散 版 本 。 这 个 问题 和 旅行 商 问题 不 同 ， 它 存在 着 一 些 多 项 





式 时 间 的 近似 方案 ， 这 些 方 案 都 是 用 参数 来 调节 的 系列 算法 ， 使 我 们 可 以 得 到 满足 任意 预 


定义 精度 的 近似 s 中 解 。 即 ， 对 于 任何 规模 为 的 实例 来 说 ， 有 区 
3 





S11 其 中 , 大 


(0 


是 一 个 范围 为 0 过 大 < 半 的 整数 参数 。 第 一 个 近似 方案 是 S.Salmii 在 '1975 年 给 出 的 。 该 算法 
生成 所 有 小 于 等 于 个 物品 的 子 集 ， 并 像 贪 禁 算 法 那样 A” 向 每 一 个 能 够 装 入 背包 的 子 集 添 
加 剩余 的 物品 (也 就 是 按照 它们 价值 重量 比 的 非 升序 排列 )” 以 这 种 方式 得 到 的 最 有 价值 的 


了 集 就 作为 算法 的 输出 返回 。 











表 9.10 给 出 了 一 个 小 例子 ， 在 k=2 时 应 用 近似 方案 。 该 算法 输出 {1, 3, 4}， 这 就 是 该 


实例 的 最 优 解 。 


表 9.9、 背 包 的 承重 量 W = 10 的 实例 


物 品 | 二 重 ” 量 | 价值 美元 ) 
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子 集 添加 的 物品 
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如 果 人 家 对 这 个 例子 印象 不 是 很 深 也 是 可 以 谅解 的 ， 因 为 这 个 方案 的 理论 意义 远大 于 
价值 。 它 是 基于 这 样 一 个 事实 ; 尽管 可 以 用 预定 义 的 精度 逼近 最 优 解 ， 但 该 算法 的 时 
问 扩 计 吉他 的 字 项 区 隙 玫 ， 的 确 ， 在 添加 额外 的 元 素 之 前 ， 该 算法 生成 的 子 集 总 数 是 
2 ]- > Dm DY < =(k+ Dm 
0 10 7 0 
对 于 每 一 个 这 样 的 子 集 ， 我 们 需要 O(n) 的 时 间 来 确定 它 可 能 的 扩展 ， 因此 ， 该 算法 的 
效率 属于 O(n" )。 请 注意 ， 这 个 效率 虽然 是 n 的 多 项 式 函 数 ， 但 Sahni 方案 的 时 间 效 率 
却 是 的 指数 函数 。 一 个 更 加 复杂 的 近似 方案 ， 被 称 为 完全 多 项 式 方案 ， 就 没有 这 样 的 
缺陷 。 









































9.7 小 结 人 


人 0 一 般 地 ， 将 存在 多 项 
式 时间 算 法 的 问题 称 为 易 解 问题 (P 问题 )， 而 将 不 SN 项 式 时 间 内 解决 的 问题 称 “ 难 解 ” 
问题 (NP 问题 )。 > 

此 外 ， mE 和 非 确定 性 算法 的 区 别 ; 确定 性 算法 基于 给 定 





的 信息 做 出 判断 ， 而 非 确定 性 算 ; 系列 “正确 的 猜测 ”获得 答案 ! 而 由 于 现代 的 
计算 机 无 法 做 到 “一 系列 正确 的 猜测 今 它们 只 能 运行 法 ! 

对 于 NP 难 的 证 明 米 说 ;没有 什么 一 成 不 变 的 公式 可 以 采用 。 用 一 句 算法 领域 的 行 话 
人 但 是 一 旦 熟练 了 ， 
ea te ged a 
对 于 NP 阴 ， 还 有 一 些 技巧 如 
(1) 尽量 简 de 
顿 回路 问题 为 NP 难 。 因 为 汉密尔顿 回路 问题 比 旅行 销售 员 问 题 要 容易 证 明 得 多 ， 而 汉 密 
尔 顿 回路 问题 又 可 以 很 容易 地 规约 到 旅行 销售 员 问题 上 ! 而 对 于 更 精明 的 人 来 说 ， 甚 至 汉 
密 尔 顿 回路 问题 都 不 需要 证 明 ， 直 接 证 明 汉密尔顿 回路 问题 即 可 。 

(2) 选择 合适 的 NP 完全 问题 作为 规约 的 对 象 。 比 较 常 使 用 的 NP 完全 问题 包括 : 

Q@ 3-SAT。 当 其 他 问题 都 难以 规约 到 所 要 证 明 的 问题 时 可 考虑 使 用 。 

@ 整数 分 割 (integer partition)。 如 果 要 证 明 的 问题 涉及 很 大 的 数 时 使 用 。 

@ 顶点 覆盖 (vertex cover)。 证 明 任 何 需 要 进行 选择 与 图 相关 的 问题 时 使 用 。 

@ 汉密尔顿 回路 (Hamiltonian path)。 证 明 任 何 依赖 排序 的 问题 时 考虑 使 用 。 

(3) 从 战略 高 度 着 想 ， 然 后 构造 各 种 gadget 来 实现 战术 。 构 造 gadget 前 多 问 问 自己 如 
下 几 个 问题 :如 何 才能 迫使 选择 4 或 B, 但 不 是 同时 被 选择 ? 如 何 迫 使 4 在 8 之 前 被 选择 ? 
如 何 清除 那些 没有 被 选择 的 东西 呢 ? 当 有 了 这 些 解答 后 ， 你 就 可 以 更 容易 地 构造 所 需 的 
东西 。 
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(4) 使 用 限制 。 证 明 问 题 的 一 个 特例 或 一 部 分 是 NP 完全 问题 。 

(5) 局 部 蔡 换 。 将 局 部 的 东西 进行 蔡 换 从 而 达到 规约 。 如 我 们 的 SAT 到 3-SAT 规约 。 

(6) 当 遇 到 困难 时 ， 也 许 应 该 看 看 这 个 问题 是 否 可 以 用 算法 解决 ? 

在 计算 复杂 性 理论 中 ， 把 运行 时 间 是 输入 数值 (而 非 长 度 ) 的 多 项 式 函数 的 算法 称 为 伪 
多 项 式 时 间 的 (Pseudo-polynomial Time)。 当 输入 数值 在 “合理 ”的 范围 内 时 ， 这 类 算法 能 
很 好 地 工作 ;只 有 当 输 入 值 呈 指数 级 增长 时 ， 算 法 的 运行 时 间 才 表现 出 指数 增长 的 性 质 。 
这 样 的 NP 完全 问题 称 为 弱 NP 完全 。 而 其 他 一 些 NP 完全 问题 ， 如 旅行 销售 员 问 题 ， 当 输 
入 数值 以 多 项 式 级 增长 时 ， 算 法 的 运行 时 间 就 呈 指 数 级 增长 ， 它 们 称 为 强 NP 完全 。 

换 句 话说 ,“ 强 NP 完全 ” Nd NP 完全 的 问 

题 ,“ 弱 NP 完全 ”问题 是 指 那 些 仅 在 数字 表示 为 二 2 国 “ 弱 NP 完 

全 ” ee 多 例如 ， 测 试 n 是 

否 为 合 数 就 是 一 个 “ 弱 NP 完全 问题 "如果 nn "RS 四 aa 而 如 果 
nn 以 二 进 制 表示 ， 则 该 问题 为 NP 完全 问题 。 

另外 , 在 NP 类 中 ， ER 又 无 法 证 明 其 属于 NP 完全 的 “ 直 
熔 ” 问 题 ， 例 如 ， 因 式 分 解 问题 。 虽 然 这 个 公认 为 “ 难 解 ” 问 题 ， 但 到 现在 也 没有 
人 证 明 该 问题 是 NP 完全 。 RS NP 完全 ( 即 难度 介 于 P 和 G 完全 之 间 )。 另 


一 个 “二 ” 同 构 a ism)s 
个 “中 NP 完全 MR ph ps 
> 了 ,Yr WX 
将 “98 习题 . 
shy 六 SN 
es 意味 着 什么 3 人 





















































ls 

2. 证 明 宫 问 题 无 解 。 | 

3， 随 机 化 算法 是 确定 性 还 是 非 确定 性 算法 ? 

4， 非 确定 性 图 灵机 能 否 实现 ? 说 明 你 的 理由 。 

5. 有 人 说 , 任何 一 台 计算 机 ， 不管 多 旧 ,， 也 不 管 多 新 颖 ， 都 与 一 台 确 定性 图 灵机 等 价 。 
你 同意 这 个 说 法 吗 ? 说 出 理由 。 

6. 本 章 在 讨论 搜索 问题 和 最 优化 问题 之 间 的 等 价 关系 时 ， 提 到 了 如 果 搜 索 问题 有 多 项 
式 时 间 解 ， 则 最 优化 问题 也 有 多 项 式 时 间 解 。 但 这 个 结论 的 前 提 是 ， 独 立 于 图 的 结 点 数 。 
你 觉得 这 个 前 提 站 得 住 脚 吗 ” 如 果 站 不 住 脚 ， 你 能 得 出 何 种 结论 ? 
7. 如 果 给 你 一 个 非 确定 性 图 灵机 ， 你 是 否 能 够 解决 世界 上 的 所 有 问题 呢 ? 给 出 理由 。 
8. 在 一 座 人 迹 罕 至 的 山中 有 一 座 寺 庙 。 凡 是 到 这 个 寺庙 的 和 尚 都 会 得 到 一 个 钵 子 。 钵 
子 里 面 有 27 个 佛珠 。 其 中 15 个 为 红色 佛珠 ，12 个 为 绿色 佛珠 。 每 次 寺庙 的 钟 声响 起 时 ， 
每 个 和 尚 可 进行 如 下 两 个 操作 中 的 任意 1 个 : 

(a) 如 果 钵 子 里 面 有 至 少 3 颗 红 色 的 佛珠 ， 则 和 尚 可 以 从 钵 子 里 拿 走 3 颗 红色 的 佛珠 ， 
并 放 入 2 颗 绿色 的 佛珠 ( 即 用 2 颗 绿 色 佛珠 普 换 3 颗 红色 的 佛珠 )。 
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(b) 和 尚 也 可 以 在 任何 一 次 钟 声响 起 时 ， 将 钵 子 里 的 所 有 佛珠 置换 为 另外 一 种 颜色 的 
佛珠 (即将 原来 的 红色 佛珠 蔡 换 为 绿色 佛珠 ， 将 原来 的 绿色 佛珠 蔡 换 为 红色 佛珠 )。 

例如 : 在 第 1 次 钟 声响 起 时 ， 和 尚 可 将 钵 子 里 的 3 个 红色 佛珠 拿 走 ， 并 加 入 2 颗 绿色 
的 佛珠 ， 这 样 ， 和 尚 的 钵 子 里 将 有 12 颗 红色 佛珠 和 14 颗 绿色 佛珠 ; 在 第 2 次 钟 声 响起 时 ， 
和 尚 可 将 钵 子 里 的 每 个 佛珠 置换 为 相反 的 颜色 。 这样， 和 尚 的 钵 子 里 将 有 14 颗 红色 佛 珠 和 
12 颗 绿色 佛珠 …… 当 和 尚 的 钵 子 里 面 剩 下 的 佛珠 为 5 颗 红色 和 5 颗 绿色 时 ， 和 尚 就 可 以 离 
开 寺 庙 去 享受 外 面 的 精彩 世界 了 。 请 问 : 在 不 违反 上 述 规则 的 情况 下 ， 和 尚 应 该 如 何 操作 
才能 离开 寺庙 ? 

9. 你 觉得 人 生 中 的 问题 是 “ 难 解 ”得 多 ， 还 是 易 解 得 多 ? 给 出 你 的 理由 。 

10， 众 所 周知 ， 不 同 的 人 写 出 的 程序 代码 具有 不 同 的 质量 。 如 何 判定 一 个 人 的 代码 是 
和 否 优 于 另 一 个 人 写 的 代码 呢 ? 这 个 问题 是 “ 难 解 ” 还 是 2 。 


























A 


ni 
公开 
AS 
AN > 3 
A 侈 、 





花 时 间 与 j 成 正比 。 通 过 黑 加 每 次 迁 代 所 用 时 间 ;” 可 以 得 到 其 和 (或 称 级 数 ) 学 。 在 此 式 求 
j=2 
和 后 ， 我 们 得 到 了 这 个 算法 在 最 二 情况 下 A 这 个 例子 阐释 了 读者 为 


的 实用 技巧 。 同 时 为 便于 阔 释 算法 ，A.2 1 节 中 部 分 公式 的 证 明 。 
A.1 求 和 公 


We 
A.1 节 列 出 了 求 和 公式: 2 。A.2 节 提供 了 几 个 用 于 求 和 公式 


给 一 个 数列 a,q,,…,a, ， 其 中 是非 负 整 数 ， 可 以 将 有 限 和 a +a,+.…+a, 写作 a 。 


k= 
车 n=0， 则 定义 该 和 式 的 值 为 0， 有 限 级 数 的 值 总 是 良 定 的 ， 并 且 可 以 按 任意 顺序 对 级 数 
中 的 项 求 和 。 


给 定 一 个 无 限 数列 aai,… ， 可 以 将 其 无 限 和 a + w+… 写 作 2 au ， 即 lim a。 当 
k=1 大 = 


其 极限 不 存在 时 ， 该 级 数 发 散 ， 反 之 ， 该 级 数 收 化 。 对 于 收敛 级 数 ， 不 能 随意 对 其 项 改变 
求 和 顺序 。 而 对 于 绝对 收敛 级 数 ( 若 对 于 级 数 六 ak ， 有 级 数 》|o,| 也 收敛 ， 则 称 其 为 绝对 
收敛 级 数 )， 则 可 以 改变 其 项 的 求 和 顺序 。 

线性 性 质 
对 任意 实数 。 和 任意 有 限 序列 aaa 和 有 ,by…,b,， 有 Plea tb)=eD a + 
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人 


> b.。 线 性 性 质 对 于 无 限 收 敛 级 数 同样 适用 。 


至 ] 








线性 性 质 可 以 用 来 对 项 中 包含 渐 近 记号 的 和 式 求 和 ,例如 Ye f(A)= e(》 (0D) 。 在 
k=1 k=] 


这 个 等 式 中 ， 左 边 的 @ 符号 应 用 于 变量 k， 而 右边 的 © 则 作用 于 n。 这 种 处 理 方法 同样 适 
用 于 无 限 收敛 级 数 。 


等 差 级 数 








和 式 =1+ 2+，…+ 是 一 个 等 差 级 数 ， 其 值 为 
£1 


— 由 
| 侈 (AD 
> =G(0D) 忆 (A.2) 
平方 和 与 立方 和 4 WN 
xs 
平方 和 与 立方 和 的 求 和 公式 如 下 : 。 -、 A\ 


.2 (tn +D) 


(A.3) 


(A.4) 





几何 级 数 人 
2 人 KAN r 
os ed le 是 一 个 几何 级 数 (或 称 指数 级 数 )， 其 





值 为 4 
2 六 = 二 (A5) 
k=0 
当 和 是 无 限 的 且 |x|<1 时 ， 有 无 限 递减 几何 级 数 
Tx -二 (A.6) 
调和 级 数 
对 于 正 整 数 n， 每 n 个 调和 数 是 
a | 
于 A 4 =lnz+O) (A.7) 
级 数 积分 和 微分 


通过 对 上 面 的 公式 进行 积分 或 微分 ， 可 以 得 到 其 他 新 的 公式 ， 例 如 ， 通 过 对 无 限 递减 
几何 级 数 (A.6) 两 边 微 分 并 乘 以 x， 可 以 得 到 


er 






































和 S A.8 
0 (A8) 
其 中 ， 十 <1。 
裂 项 级 数 
对 于 任何 序列 a6,a,…,a,， 有 
Da a) = -0 (A.9) 
为 a,as,…,a 中 的 每 一 项 被 加 和 被 碱 均 刚 一 次 。 称 其 和 裂 项 相 消 (telescopes)。 类 似 
nl 
地 ， 一 Gy 一 0 一 人。 风 
ba a -ad, ed 和 
考虑 级 数 人 一 | ， 因 为 可 以 将 每 一 项 改写 成 一 .< 尖 淖 -| 。 所 以 ， 可 得 


K(k+1) 站 大 k+l 
1 Ql A 1 
ED 各 AR nx 


p 人 R 六 
\X 
有 限 乘积 ww …qw, 可 以 写成 NS 定义 乘积 的 值 定义 为 1。 我 们 可 以 用 如 
大 4 


< 1 





HA, ,A 
Wg ee . 
用 三 大 =1 k=1 
A2 确定 求 和 时 间 > 
A 
对 于 描述 锭 法 运行 时 间 的 求 和 公式 ， 可 以 利用 多 种 技术 玉 算 其 界 。 这 里 给 出 一 些 常用 
的 方法 。 
部 学 归纳 法 














计算 级 数 最 常用 的 方法 是 数学 归纳 法 。 例 如 ， 我 们 来 证 明 等 差 级 数 》 的 值 等 于 
大 =1 


了 n+D， 容易 看 出 ， 当 n=1 时 ， 这 一 结论 是 成 立 的 ， 因 此 可 以 归纳 假设 对 4 成立， 并 证 





明 对 n+1 成 立 。 我 人 有 Sk=D httntD= no+D+O+D=J+Do+2)。 


Ly] ks] 


在 使 用 数学 归纳 法 ， 并 不 一 定 要 推算 出 和 的 准确 值 。 另 外 ， 归 纳 法 也 可 以 用 来 计算 和 
式 的 界 。 例 如 ， 下 来 证 明 几何 级 数 3 的 界 是 O(3*) 。 更 具体 一 点 ， 对 某 个 常量 ce， 证 















































明 沪 3' 二 c3" 。 对 初始 条 件 4= 0， 当 c 兰 1 时 有 六 34 =1 三 c+1。 假 设 这 个 界限 对 放 成 立 ， 
k=0 


k=0 
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ntl n 
证 明 它 对 n+1 同样 成 立 。 有 多 3: = 了 3 +3" < c37+3" = (3+t)ee»” <c.3m 。 当 


人 =0 #=0 C 





(1/3+1/c) 三 1 或 ce 三 3/2 时 成 立 。 因 此 ， 3 =O(3") 成 立 。 
k=0 


当 在 用 渐 近 记号 通过 归纳 法 证 明 界 的 时 候 就 多 加 小 心 。 考 虑 下 面 这 个 错误 证 明 
Sk=0(n) 的 例子 。 当然 守 k=00D。 假设 该 界 对 于 成立 , 现在 来 证 明 它 对 n+1 也 成 立 : 
k=1 


$= Dt) 
=O(n+(n+l) 夺 错 了 
=O(n+1) 
证 明 错 在 被 “大 O” 记 号 隐藏 的 “常数 ”是 随 着 的 二 而 区， 不 是 恒定 不 变 的 。 
此 处 ， 没 有 证 明 存 在 一 个 常数 对 于 所 有 n 均 适用 。 AN 
确定 级 数 各 项 的 界 / 
有 时 ， 一 个 级 数 的 理想 上 界 可 以 通过 对 纪 通常 ， 使 用 最 大 
的 项 作为 其 他 项 的 界 就 足够 了 。 例 如 > 级 数 (A.1) 的 一 个 可 快速 获得 上 界 是 
by Qs 


一 般 来 说 ， 对 级 数 祁 ar 一 CA 多 <， 当 一 个 级 数 实 


= 


际 上 以 一 A i 给 定 一 个 级 数 
a, slr ator yO 0<r<1 是 一 个 常数 。 可 以 把 一 个 无 穷 闻 


减 级 数 作为 和 的 界限 ， 因 为 a < ar*， 所 以 有 a < = = 


可 以 利用 这 个 方法 米 计算 六 (k/39) 的 界 。 为 了 从 k=0 开 始 求 和 ， 将 级 数 改 写 为 





局 +) (t+2)/352 1k+22 
+/3). 。 第 一 项 (ao) 是 1/3， 并 且 相 邻 之 间 的 比值 中 是 yar 一 3 


Kk 1 


对 所 有 的 上 宇 0 成 立 。 因 此 ， 及 = 二 了 


使 用 这 个 方法 的 一 个 常见 问题 是 当 证 明了 连续 两 项 的 比率 小 于 1 后 ， 就 假设 这 个 和 以 
一 个 几何 级 数 为 界 。 以 无 限 调 和 级 数 为 例 ， 该 级 数 发 散 ， 这 是 因为 
i- tm =limO(lgn)=~ 


大 =1 
虽然 级 数 中 第 上 +1 项 与 第 上 项 的 比率 是 上 /kt+D <1， 但 这 个 级 数 并 不 是 以 一 个 递减 几 
何 级 数 为 界 。 要 将 一 个 几何 级 数 作为 级 数 的 界 ， r 是 常量 ， 并 且 所 
有 连续 两 项 的 比率 都 不 能 超过 r。 在 调和 级 数 中 ， 不 存在 这 样 的 一 个 r， 因 为 比率 是 任意 副 
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近 1 的 。 
分 割 求 和 
在 求 复杂 的 求 和 公式 的 界 时 ， 可 以 将 级 数 表 示 为 两 个 或 多 个 级 数 ， 按 下 标的 范围 进行 
划分 ， 然 后 再 对 每 个 级 数 分 别 求 界 。 例 如 ， 要 求 等 差 级 数 》 的 下 界 ， 这 个 级 数 已 经 被 证 
k=1 
明 有 上 界 w*。 我 们 可 能 会 尝试 使 用 最 小 项 作为 级 数 中 每 个 项 的 界 ， 但 因为 最 小 项 是 1， 得 


到 下 界 为 n”， 这 与 上 界 w 相 去 其 远 。 
可 以 首先 分 割 和 式 来 获得 一 个 更 理想 的 下 界 。 为 方便 起 见 ， 不 妨 设 为 偶数 。 有 


Pt + 22 = Om) 
入 














Ee 








k= k= k=n/2+1 Al k=n/2+1 





因为 k= O0P) ， 这 是 一 个 渐 近 确 界 。 KK、 

对 于 源 自 算法 分 析 中 的 和 式 ， 通 常 可 以 将 和 式 分 前 并 忽 咯 其 常数 个 起 始 项 一 般 情 
况 下 ， 访 技巧 适用 于 和 式 >a him nn 的 情况 。 那 么 ， 对 于 任意 常数 
RY 
2 a; =O 

这 是 因为 和 式 有 若干 人 且 其 数目 世 是 常 到 接着 我 们 可 以 利用 其 他 的 方 
法 来 示 光 a 的 界 。 这 所 5 用 于 天 了 和 他: 求人 部 的 一 个 渐 近 上 界 ,在 人 >>3 


人 = 


时 ， 观 察 其 NS 人 
(K+1) /2 _Ck+D < 


ES ; 
又 因为 第 一 个 和 式 的 项 数目 是 常数 ， 且 第 二 个 和 式 是 一 个 递减 几何 级 数 。 所 以 可 以 将 和 式 
分 割 为 


hh>0， 有 















































二 -< 学 人 i =00 


2 k=0 
分 割 求 和 的 方法 可 以 在 更 复杂 的 情况 下 求 渐 近 界 。 例 如 ， 可 以 确定 调和 级 数 
(ANH, = Dr 的 界 O(lgn) 。 
大 =1 
我 们 将 下 标 范围 从 1 到 分 割 成 |lgn ]+1 段 ,并 令 每 一 段 上 界 为 1. 对 于 i=0,1,…,| lgn|， 


第 i 段 包含 自 1/2 起 到 1/2" (不 包含 1/2"' ) 的 项 。 最 后 一 段 可 能 包含 原 调和 级 数 中 没有 的 
项 ， 因 此 有 


























> 1 学 如 1 pa 

< 和 -= 1 委 1g72+1 (A.10) 
Sk 2+j 所 有 司 2 宫 
通过 积分 求 近似 值 
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oa 
当 一 个 和 式 的 形式 为 》 7(b 时 ， 可 以 通过 积分 来 求 其 近似 值 : 
k=m 


Jreoas> Ys /er (AD) 
k= 
其 中 ，/(4) 是 单调 北 增 本数。 


A.1 直观 地 表示 出 这 一 近似 方法 的 理由 及 含义 。 图 中 将 和 式 表示 为 若干 长 方形 区 域 
的 面积 ， 曲 线 下 的 阴影 区 域 表示 积分 。 
图 中 的 每 个 矩形 内 标明 了 该 矩形 的 面积 ， 且 和 拢 形 总 面积 代表 和 的 值 。 曲 线 下 方 的 阴影 


区 域 代表 积分 近似 值 。 通 过 比较 图 A.1(a) 中 的 这 两 个 面积 ， 可 得 | ,7Codr 交 7(O， 并 
km 


且 在 将 这 些 长 方形 向 右 移动 一 个 单位 后 ， 由 图 A.1(b) 得 总/() 二 六" fdr 。 
k=m 





而" 于 出 t 2 we p22 rl a 2 
tb) 


A.1 通过 积分 示 全 A(k) 的 近似 值 
名 





O 一 


当 7 单调 递 碱 时 ， 我 们 可 以 使 用 相似 的 方法 来 求 源 近 界 
三 raoas> Abs 人 reodr AD 


积分 近似 (A.12) 给 出 了 第 n 个 调和 数 的 一 个 紧 估计 。 对 于 其 下 界 ， 可 得 
ul dx _ 
> 下 全 =mo+D (A.13) 


对 于 上 界 ， 可 以 推导 出 不 等 式 六 < 人 -mm: 从 它 可 以 导出 上 界 
k=2 


<mn+l (A.14) 





B.1 素数 与 合 数 


如 果 一 个 整数 n>1， 除 了 1 和 本 身 之 外 正 整数 因数 ( 约 数 )， 称 n 为 素数 ， 前 


20 个 素数 按 序 排列 如 下 : 
2,3,537,1 an 
。 按照 算术 基本 定理 ， 任 意 整数 n>1 均 可 唯一 因 


如 果 一 个 整数 不 是 素数 ， 那 和 
子 分 解 为 n= pf? x ps x:… po n= px px 
是 正 整 数 。 


例如 ，91=7x13， =24x32x5 ，1101T= 


B.2 倍 - 

如 果 4 约 数 并 且 也 是 b 的 约 数 ， 称 d 是 wb 的 公约 数 。 

例如 ，24 的 约 数 为 1,2,3,4,6,8,12,24 。 因 此 ，24 和 16 的 公约 数 为 1,2,4,8 。 两 个 整数 公 
约 数 的 最 大 值 称 为 最 大 公约 数 ， 记 为 gcd(a,b); 例如 ，gcd(24,16) =8 。 如 果 两 个 整数 a 和 
b 最 大 公约 数 为 1， 则 称 a 和 4 互 素 ， 记 为 gcd(a,b)=1。 


B.3” 模 运算 

如 果 a 是 整数 ，n 是 正 整 数 ， 则 模 运 算 定义 为 取 余 运 算 ， 即 a 模 n 是 a 除 以 n 所 得 的 
余数 。 例 如 : 11mod7=4， 而 -1l1mod7=-4。 

车 a 和 4b 被 n 除 后 值 相同 , 称 a 和 4b 模 n 同 余 , 记 为 a=b(modn)。 此 式 被 称 为 同 余 式 。 
车 nn 能 整除 a, 则 同 余 式 表示 为 a=0(modn) , 记 为 n/a 。 例 如 , 22=1(mod7), 21=1(mod10) 。 

我 们 记 小 于 n 的 整数 集合 为 Z, ， 例 如 ，Zs ={0,1,…,14} 。 可 以 证 明 有 Z, 是 模 n 加 法 运 
算 构成 一 个 群 。 另 外 ， 我 们 记 比 n 小 且 与 n 互 素 的 非 负 整数 的 集合 为 Z” ， 例 如 ， 
Zi = 所 2,4,7,8,11,13,14}。 可 以 证 明志 是 模 n 乘法 运算 下 构成 一 个 群 。 特 别 地 ， 如 果 p 是 


， Pi<p;<…<p,， 且 6 都 





ME 13,。 





@@ 整数 1 既 不 是 素数 也 不 是 合 数 。 同 样 ， 整 数 0 和 负数 既 不 是 素数 也 不 是 合 数 。 
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素数 ， 则 ZZ ={0,1,…,p 一 ]}。 


B.4 元素 的 客 


定义 忒 中 的 求 曙 运算 为 重复 运用 群 中 的 模 乘 运算 , 如 现在 考虑 元 素 g 模 n 的 罕 组 成 的 
序列 g',g',g’,…。 其 中 ，g e2'。 
我 们 可 以 看 到 ,在 序列 中 至 少 存在 一 个 元 素 m 满足 g" =1(modn) ,我 们 称 最 小 的 m 为 
元 素 g 的 阶 。 
例如 ， 对 模 7 来 说 ，3 的 寡 序 列 为 3 =3,3* =2,3’ =6,3 =4,35 =5,3 =1,…; 而 2 的 过 
序列 为 2 = 2,22 =4,2 =1,2* =2,25 =4,2 =1,…。 因 此 ，3 对 模 7 的 阶 为 6， 记 为 ord,(3)， 














而 2 对 模 7 的 阶 为 3， 记 为 ord,(2) 。 
如 果 ord,(g)=|2| , 则 2 中 每 个 元 素 都 是 g 的 一 个 寡 ， he Z; 的 原 根 或 生成 元 。 
例如 ， 对 模 7 来 说 ，3 是 一 个 原 根 ， 但 2 不 是 。 如 果 友 ; 褒 个 原 根 ， 那 么 称 为 循环 群 ， 
通常 记 为 <g>。 然 而 ， 并 不 是 每 个 合 数 "都 是 循环 和 ,但 对 于 素数 p，Z, 是 一 个 乘法 循环 群 。 

如 果 g 是 2 的 一 个 原 根 且 了 pe 意 元 素 ， 则 存在 唯一 的 元 素 x， 使 得 
& =Y(mod p)。 我 们 称 x 为 以 g 为 底 的 离 对 数 ， 记 为 x=log,，,Y。 


离散 对 数 问题 看 上 去 和 实数 范围 内 求 对 数 类 似 ， 然 而 却 并 不 相同 。 在 实数 范围 内 ， 我 
们 要 求 近似 解 ， 这 里 我 们 要 求解 是 业 袍 的 。 对 于 给 定 的 (只 癌 已， 计算 离 艇 对 数 问题 非常 困 
难 ， 其 难度 与 因子 分 解 问题 相当 。、 X 洛 WX| 


B.5 欧 拉 耳 数 。 “一 
2 | i ES - 
我 们 介绍 一 个 重要 的 概念， 欧 拉 函数 并 它 指 的 是 小 于 n 且 与 n 互 素 的 正 整 数 的 个 
数 ， 即 |Z 。 这 里 我们 不 要 求 列 出 计算 一 入 的 欧 拉 函 数 g(n) 的 公式 。 我们 只 考虑 当 素数 
和 合 数 n= pxg 的 欧 拉 函 数 计算 公式 。 
显然 对 素数 p， 因 为 与 小 于 p 且 与 p 互 素 的 元 素 为 {1,2,…,p 一 上 }。 因 此 ， 欧 拉 函 数 
Hp)=p-1。 
对 合 数 n= pxg， 考 虑 所 有 小 于 的 元 素 的 集合 {1,2,…, pg 一 1}， 其 中 不 与 互 素 元 素 
的 集合 是 {p,2p,…,(q 一 了 )p} 和 {9g,2q,…,(p 一 1)q} ， 因 此 ， 
$m)=(pg-D-((g9-D+(p-D)) 
=pqg-g-p+l 
=(p-D)(q-D) 
=%(p)G(q9) 
例如 ， 计 算 $(37) 和 #(35) 的 值 ， 因 为 37 是 素数 ， 所 以 1 一 36 所 有 正 整数 均 与 37 互 素 
数 ， 即 8(37)=36; 计算 #(35) 的 值 ， 又 由 于 35=5x7， 所 以 35)=(5-Dx(7-D=24。 我 


们 列 出 所 有 小 于 35 并 与 35 互 素 元 素 如 下 : 

















1,2,3,4,6,8,9,11,12,13,16,17,18,19,22,23,24, 26, 27,29,31,32,33,34 
以 上 共 24 个 元 素 ， 因 此 $(35)= 24 。 








B.6 欧 拉 定 理 

对 于 任意 与 互 素 的 元 素 a, 均 有 a”" =1(modn)。 

证 明 ; 由 于 y(n) 指 的 是 小 于 n 并 且 与 互 素 的 元 素 的 个 数 ， 假 设 这 些 元 素 组 成 的 集合 
如 下 : 


























及 = 人 

用 a 与 集合 中 每 个 元 素 模 n 相 乘 , 得 S= {am,ao,…,axm}。 集 合 8 是 集合 尺 的 一 个 重 

新 排列 ， 主 要 有 如 下 几 点 原因 : 
仿 于 a,% 均 与 n 互 素 ， 故 ax, 与 n 互 素 。 这样 集 合 S 所 有 元 素 均 与 n 互 素 ; 

信 5 中 元 素 均 不 相同 ， 因 为 如 果 ax, =ax,(modn)， 那 么 x =x)(modn)。 


$m) 


所 以 ， 有 ie = -和 oo 全 -Hisense Hitmen 
例如 ， 设 a=3,n=10,8(10)=4， 则 a =34=81= x 

B.7 ” 费 马 小 定理 
对 于 任意 与 素数 p 互 素 的 元 素 a， Rd 人 


证 明 : i 为 g(p)=p-1， 由 欧 拉 定理 直接 可 得 
Ve 


B.8 中国 剩余 定理 3 NS ~ x 3 
六 定理 又 做 于 ouT an Ta. 


NW -~ 0 {mod 1) 


x=a(modn,) 
定理 : 设 n=nn,n…,nm， 其 中 两 两 互 质 ， 即 对 1 i,j 三 ,ij 有 gcd(n,,n,)=1。 又 
设 n=nN,,i=1,2,…,k ,那么 同 余 式 的 解 是 x= NNia + N Na +…+N Na (modm 。 其 中 ， 
N,N, =1(modn,),i=1,2,.…,k 。 
证 明 : 由 gcd(n,n,)=1ij 得 gcd(N,,n,)=1， 所 以 每 一 个 NN, 均 存在 N' ， 使 得 
NN’'=1l(modn,) 
另外 ， 由 于 n=nN,， 因 此 ,，n, |N,i#j。 
令 c=N,N!，1 志 i 三 k， 于 是 ， 可 以 得 到 
x= 9 N,N’a(modn) 
i=l 


需要 证 明 上 式 是 正确 的 ， 必 须 证 明 1<i<k， 有 a =x(modn,)。 
于 c=N,=0(modn)，jzi， 而 且 c=1(modn,)， 故 a nd) 利用 中 国 剩余 
定理 ， 我 们 可 以 将 Zz, 中 任 一 整数 4 与 一 个 上 元 组 一 一 对 应 ,该 元 组 每 个 分 量 在 Z, 中 


@, 









































VS 















































SO wa 论 入 门 oe 
© 


AO(q,a,…,q)。 其 中 ，AeZ,, aeZ,, 1<i<k 且 a= A(modn,). 
中 国 剩余 定理 的 一 个 典型 的 应 用 是 求解 同 余 方程 。 例 如 ， 韩 信 点 兵 : 有 兵 一 队 ， 若 列 
成 五 行 纵队 ， 则 末 行 一 人 ， 列 成 六 行 纵 队 ， 则 末 行 五 人 ;成 七 行 纵 队 ， 则 末 行 四 人 ， 列 成 
十 一 行 纵队 ， 则 末 行 十 人 ， 求 兵 数 。 

解 : 可 以 列 出 下 面 同 余 方程 组 : 





xs=lmod5) 
x=Smod6) 
x=4(mod7) 
x=10(mod11) 
此 时 ，n=5x6x7xll=2310，N,=6x7x1l1=462，N,=5x7x11=385， Ni =5x6x 
11=330, N,=5x6x7=210。 ,人 
然后 ,求解 N,N!=1(modn,)(i=1,2,3,4)， 有 N!=3， A ls sl 于 是 
x=3x462x1+1x385x1+1x330x1+1X210xlmod2310) 
=6731(mod2310) 信 
=2111l(mod2310) 
因此 ， 总 兵 数 是 2111。 

















参考 文献 


[ 美 ]S. Skiena and M. Revilla. Programming Challenges: The Programming Contest Training Manual [M]. 

刘 汝 佳 ， 译 . 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ，2009. 

[ 美 ]Sanjoy Dasgupta, Christos Papadimitriou and Umesh Vazirani. Algorithms [M]. 钱 枫 ， 等 译 . 北京 : 机 

械 工业 出 版 社 ，2009. 

[ 美 ]Robert Sedgewick. Algorithms in C, Parts 1-4: Fundamentals, Data Structure, Sorting, Searching [M]. 霍 

红 卫 ， 译 . 北京 : 机 械 工业 出 版 社 ，2009. 

[ 美 ]Robert Sedgewick. Algorithms in C, Parts 5: Graph Algorithms [M]. 霍 红 卫 , 译 . 北京 : 机 械 工业 出 版 

社 ，2010. 

eh i De 张 怀 勇 , 译 . 北 
: 人 民 邮 电 出 版 社 ，2007. ee 

D.E. Knuth. The Art of Computer Programming [M]. Addison-Wesle 的 

郭 尖山 , 鹤 吴 , 吴 汉 荣 , 陈 明 害 . 国际 大 学 生 程序 设计 竞赛 导 教 和 ]. 北京 : 北京 大 学 出 版 社 ,2000.12 

郭 岗 山 ， 李 志 业 , 金涛 , 梁 锋 . "NY (一 数论、 计算 几何 、 搜索 算 法 专集 [M]. 

北京 : 电子 工业 出 版 社 ，2006. 

[ 美 ]Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ra Clifford Stein. Introduction to Algorithms[M]. 

潘 金贵 ， 等 译 . 北京 :机 械 工业 出 版 社 ， SN RS 

[ 美 ]S. Skiena. The Algorithm RN 印 版 : 算法 设计 EN 2 版 . 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ， 

2009. 

部 尖山 ， 关 沛 勇 ， 蔡 文 志 , 染 往 be wr pa =) 图 论 、 动 态 规划 算法 、 综 合 是 

专集 [M] 北京 ， 电 子 工业 出 版 社 ，2 

郭 山 山 ， 张 惠 东 ， 林 祺 颖 ， 呐 瑜 . A 程 en “ 东 省 信息 学 奥林匹克 竞赛 斌 

题 [M]. 北京 : A 业 出 版 社 ， 2008. 

郭 嵩 山 ， Ne ， 汤 振东 . 人 东 省 大 学 生 程序 设计 竞赛 试 

题 [M]. 北 工业 出 版 社 ，2008. 

[ 美 ]Thomas H. Cormen, Charles E.Leiserson, Ronald L.Rivest, Clifford Stein. Introduction to Algorithms[M]. 

乳 建 平 ， 等 译 . 北京 : 机 械 工业 出 版 社 ，2013. 

李 文 书 ， 赵 琢 . 数字 图 像 处 理 算法 及 应 用 [M]. 北京 : 北京 大 学 出 版 社 ，2012. 

李 文 书 ， 王 松 ， 贾 宇 波 . 数据 结构 与 算法 应 用 实践 教程 [M]. 北京 : 北京 大 学 出 版 社 ，2012. 









北京 大 学 出 版 社 本 科 计 算 机 系列 实用 规划 教材 


































































































































序号 | 标准 书号 3 纺 | 定价 [序号 | 标准 书号 3 必 
1 |-301-10511-5 | 离散 数学 段 祥 伦 | 28 38 [7-301-13684-3 | 单片机 原理 及 应 用 f 
2 |-301-10457-X 线性 代数 | 陈 付 贵 | 20 39_[7-301-14505-0 |Visual C+ 程序 设计 案例 教程 EE 30 
3 301-10510-X 凤 与 数理 统计 陈 荣 江 | 26 40 [7-301-14259-2 | 多 媒体 技术 应 用 案例 教程 “| 李 萌 30 
rt ne IASP .NET 动态 网 页 设计 案例 、 
4 中 -301-10503-0 |visual Basic 程序 设计 浆 联 车 | 22 |‖ 41 p-301-14503-6 [h 各 (Visual Basic NET iG) jE 纪 35 
ee i C++ 面向 对 象 与 Visual C++ 得 。 jo 
5 -301-21752-8 | 多 媒体 技术 及 其 应 用 (第 2 版 张 ” 明 | 39 | 42 [7-301-14504-3 序 设计 案例 教程 黄 贤 更 35 
6 [7-301-10466-8 到 刘 天 印 | 33 |‖ 43 |-301-14506-7 |Photoshop CS3 案例 教程 李 建 草 34 
++ 程 序 设计 实验 指导 与 和 
7 |7-301-10467-5 卫生 验 指导 5 引 坟 当 20 |‖ 44 pr-301-14510-4 [c+ 程序 设计 基础 案例 教程 | 于 未曾 33 
lO 各 所 设计 教程 与 日。 IASP .NET 网 络 应 用 案例 教 稳 ,,, y ， 
8 [7-301-10505-4 高 志 伟 | 25 |‖ 45 p-301-14942-3 | Cw NETu) | 张 登 直 | 33 
9 |7-301-10462-0 丁 跃 潮 -301-12377-5 | 计算 机 硬件 技术 基础 石 刊 26 
10 7-301-10463-7 |i -301-15208 沪 | 计算 机 组 成 原理 类 国 灿 24 
11 |7-301-22437-3 | 48 -301-15463- 列 网 页 设计 与 制作 案例 教程 划 
12 [7-5038-4421-3 [ee | aopmksslaea 姚 喜 妍 | 22 
13 -5038-4427-2 | 50,301=15461-8 | 计算 机 网 络 技术 陈 代 到 33 
14 -5038-4420-5 |Delphi 程序 设计 基础 教程 | 了 7 让 3011s6o7-1 的 昌吉 人 mi 次 开发 症 汪 安全 26 
8 条 与 | 
15 -so38-4417-s Pes ee 表扬 序 法 计 30 s Faorisn0 vi C# 程序 并 发 案例 教程 贿 朝 阳 | 30 
可 
16 -5038-4424-9 | 大 学 计算 机 基础 ocean CB 序 设计 实用 案例 于 永 剖 32 
17 -5038-4430-0 | 计算 机 科学 与 技术 导论 ava 程序 设计 案例 教程 贿 巧 下 32 
18 | -5038-4418.3 轩 备 机 网 络 应 用 实例 教程 | | | 
i 
19 7-5038-4415-9 | 面向 对 象 程序 设计 P301-16910-0 | 计算 机 网 络 技术 基础 与 应 用 加 秀 赂 33 
20 -5038-4429-4 | 软件 王 稳 赵 春 刚 记 2 57 了 -301-15063-4 计算 机 网 络 基础 与 应 用 刘 远 生 | 32 
21 了 -5038-4431-0. 巩 据 结构 Ct 版， 了 湛 狗 28 导 58 了 -301-15250-8 上 C 编 语言 程序 设计 丝光 区 28 
22 中-5038-4423-2 后 机 应 用 基础 | 33 上 59 |-301-15064-1 | 网 络 安全 技术 咯 奖 初 | 30 
23 了 -5038-4426-4 | 油 型 计算 机 原理 与 接口 技 | 60 上 -301-15584-4 | 数据 结构 与 算法 佟 伟 淹 32 
24 7-5038-4425-6 | 办 公 自 动 化 教程 钱 _ 俐 | 30 ‖ 61 中 -301-17087-8 操作 系统 实用 教程 范 立 南 | 36 
25 -5038-4419-1 pova 语言 程序 设计 实用 教程 | 和 迎 红 | 33 | 62 301-166314 Mr Bale 2008 8 隋 晓 纪 34 
26 7-5038-4428-0 | 计算 机 图 形 技术 28 |‖ 63 -301-17537-8 上 |C 语言 基础 案 汪 新 网 31 
27 7-301-11501-5 | 计算 机 软件 技术 : 25 |‖ 64 [7-301-17397-8 |C++ 程 序 设 孝 亚 桨 | 30 
28 7-301-11500-8 | 计算 机 组 装 与 维护 实用 教程 | 众 明 远 | 33 |‖ 65 [7-301-17578-1 | 图 论 算法 理论 、 王 桂 弹 54 
动态 网 页 设计 与 制作 家 
29 |7-301-12174-0 |Visual FoxPro 实用 教程 。 | 马 秀 峰 | 29 |‖ 66 [7-301-17964-2 同 才 本 网 页 补 计 与 制作 漳 
30 [7-301-11500-8 [管理 信息 系统 实用 教程 杨 月 江 | 27 ‖ 67 [7-301-18514-8 | 多 媒体 开发 与 编程 | 于 永 商 35 
31 7-301-11445-2 Photoshop CS 实用 教程 ” | 张 型 28 |‖ 68 [7-301-18538-4 | 实用 计算 方法 徐 亚 刑 24 
32 |-301-12378-2 |ASP .NET 课程 设计 指导 ”| 潘 志 红 | 35 上 69 |-301-18539-1 My 数据 库 设计 案 igg[ 杨 | 35 
33 |7-301-12394-2 EL ET 获 自 恩 | 32 70_[7-301-19313-6 JJava 程序 设计 案例 教程 与 实 训 | 董 迎 红 | 45 
isualBasic .NET 课程 设计 | |Visual FoxPro 实用 教程 与 上 Hn x 
34 7-301-13259-3 上 脂 导 活 志 红 | 30 |‖ 71 7-301-19389-1 | 机 指导 《第 2 版 ) 思 秀 凯 40 
35 7-301-12371-3 网 络 工程 实用 教程 注 新 民 | 34 ‖ 72 -301-19435-5 | 计算 方法 尹 景 村 28 
36 |7-301-14132-8 2EE 课程 设计 指导 王立 丰 | 32 ‖ 73 [7-301-19388-4 [rava 程序 设计 教程 张 剑 如 35 
37 -301-21088-8 计算 机 专业 英语 (第 2 版 ) 伍 ， 勇 | 42 ‖ 74 [7-301-19386-0 | 计算 机 图 形 技术 (第 2 版 ) ” 尾 承 列 44 











































序号 | 标准 书号 书 名 局- 各 储 网 定 价 
hotoshop CS5 案例 教程 关 面 向 对 象 程序 设计 及 Mm 

75 [7-301-15689-6 | 第 版 ) -301-21271-4 | 实践 教程 唐 旗 45 

76 [7-301-18395-3 慨 率 论 与 数理 统计 -301-21295-0 | 计算 机 专业 英语 吴 丽 录 34 








计算 机 组 成 与 结 
计算 机 组 成 与 结 


77 |7-301-19980-0 Bds Max 2011 案例 教程 -301-21341-4 姚 玉 丽 42 

























78 [7-301-20052-0 层 据 结构 与 算 > -301-21367-4 | 教程 训 呈 下 王 22 
79 7-301-12375-1 汇编 语言 程序 设计 -301-22119-8 |UML 实用 基础 教程 起 春 刚 36 
80 [7-301-20523-5 Ne crit : -301-22965-1 | 淫 据 结构 (C 语言 版 ) 陈 超 神 32 
81 |7-301-20630-0 rt -301-23122-7 | 算法 分 析 与 设计 教程 泰 _ 明 | 29 
82 上.301-20898.4 QL Server 2008 数据 库 启 | .301.23566.9 SPNET 程序 设计 实用 教 稳 半 吉 柚 44 











用 案例 教程 
83_[7-301-21052-9 |ASP.NET 程序 设计 与 开发 


CH 版 ) 
SP 设计 与 开发 案例 教程 忆 田 宏 | 32 
计算 机 图 形 用 户 界面 设计 与 
应 用 


-24352-7 民 法 设 讨 、 分 析 与 应 用 教程 | 李 文 树 49 





-301-23734-2 








84 |7-301-16824-0 | 坎 件 测试 案例 教程 -301-24245-2 王 赛 关 | 38 





85 |7-301-20328-6 





16528-7 |C# 程 序 设计 
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序号 | 标准 书号 书 名 主编 | 定价 | 序号 | 标准 书号 书 名 主 _ 编 定价 
1 |7-301-10759-1|DSP 技术 及 应 用 吴 冬 梅 | 26 | 47 |7-301-10512-2 i | 供需 和 20 
2 17-301-10760-7| 单 片 机 原理 与 应 用 技术 魏 立 峰 | 25 ‖ 48 17-301-11151-2 上 电路 基础 学 习 指 叶 与 典型 题解 | 公 茂 法 | 32 
3 _|7-301-10765-2| 电 工学 藉 h 29 | 49 |7-301-1 过 程控 制 与 自动 化 仪表 张 井 岗 | 36 
4 17-301-19183-5| 电 工 与 电子 技术 (上 册 X 第 2 版 | 吴 舒 辞 | 30 ‖ 50 17-301-23271-2| 计 算 机 控制 系统 (第 2 版 ) 徐 文 沿 48 
5_|7-301-19229-0| 电 除 齐 农 | 32 ‖ 51 |7-5038-4414-0 居 机 原理 及 接口 技术 
6 |7-301-10699-0 19 | 52 17-301-10465-1 瞳 片 机 原理 及 应 用 教程 
7_|7-301-10744-7| 32 | 53 |7-5038-4426-4 油 型 计算 机 原理 与 接口 技术 
8_|7-301-10915-6| 电 子 线路 CAD 34 ‖ 54 |7-301-12562-5 联 入 式 基础 实践 教程 
联 入 式 系统 原理 与 实 
9 |7-301-10764-1 败 据 通 信 技 术 教程 吴 下 海 | 29 | 55 |7-301-125304 村 RM 系统 加 再 实例 
机 原 邓 5 应 "5 和 | 
10 |7.301-18784-5| 数 字 信 号 处 理 (第 2 版 ) ”| 净 逆 | 32 | 56 |7-301-13676-8 ee 5 应 用 及 C51 利 记 颖 | 30 
11 [7-301-18889-7 肢 术 ( 第 2 版 ) 17-301-1357728| 电 为 电子 技术 及 应 用 张 润 和 | 38 
12 |7-301-10761-4 | 58 |7-301-20508-2| 电 磁场 与 电磁 波 〈 第 2 版 ) | 邬 春明 | 30 
13 |7-301-19318-!| - 0j 洒 2179-5| 电 路 分 析 王 艳 红 | 38 
14 17-301-10757-7| 自 动 控制 原理 Em 12380-5| 电 子 测量 与 传 感 技术 杨 省 | 35 
15 |7-301-16520-1| 高 频 电 子 线路 (第 2 版 ) | 玉 技 术 EE 28 
' 及 
16 |7-301-11507-7 骨 机 原理 与 接口 技术 数据 分 析 及 所 沿 志 刚 | 25 
17 |7-301-11442-1|MATLAB 某 础 及 其 应 用 教 种 24 一 析 加 35 
18 73911508 计生 四 络 [a | 64 [7-301-14459.6 SP 技术 与 应 用 基础 俞 一 彪 | 34 
19 |7-301-12178-8| 通 线 系 & 员外 24 
20 | 66 |7-301-15168-6| 入 号 处 理 MATLAE 
21 | 67 |7-30t:15440 冯 电工 电子 实验 教程 
22 |7-301-12176-4 疏 字 图 像 处 理 验 教程 
23 |7-301-12177-1 欧 谍 通信 系统 于 3 模拟 电子 技术 
系统 所 珀 
24 |7-301-12340-9| 模 拟 电子 技术 出 重生 放生 
25 |7-301-13121-3| 异 信 网 的 
26 |7-301-1150233| 移 动 通信 三 变 电 所 电气 部 分 (第 2 版 
27 |7-301-11504-6| 数 字 电 子 技术 [7 301-160763 [i 处 理 
28 |7-301-18860-6| 运 筹 学 (第 2 版 [7-301-16931-5 | 微机 原理 及 接口 技术 
29 |7-5038-4407-2| 传 感 器 与 检测 技术 |7-301-16932-2| 数 字 电子 技术 
30 17-5038-4413-3| 单 片 机 原理 及 应 用 有 制 原 理 
31 |7-5038-4409-6| 电 机 与 拖 动 杨 天 明 | 27 2 -17540-8| 用 机 理 及 应 用 教程 
= 可 
32 |7-5038-4411-9| 电 力 电子 技术 攀 立 萍 | 25 | 78 |7-301- ee 
33 |7-5038-4399-0| 电 力 市 场 原理 与 实践 名 斌 | 24 | 79 17-301-12379-9| 光 纤 通 信 
34 |7-5038-4405-8 马 永 翔 | 27 ‖ 80 [7-301-17382-4| 离 散 信 息 论 基 础 
35 |7-5038-4397-6 盏 祥 忠 | 25 | 81 |7-301-17677-1| 断 分 布 式 发 电 技术 
36 |7-5038-4404-1| 电 气 控制 技术 埋 22 1 82 纤 通 信 
37 |7-5038-4403-4| 电 器 与 PLC 控制 技术 陈 志 新 | 38_‖ 83 |7-301-17700-6| 异 拟 电子 技术 
和 i 
38 |7-5038-4400-3| 工 厂 供 配 电 王 玉 华 | 34 | 84 |7-301-17318-3 | 
39 |7-5038-4410-2 郑 恩 让 | 26 | 8s 17-301-17797-6lpLC 原理 及 应 用 
40 |7-5038-4398-3| 数 字 李 元 | 27 | 86 |7-301-17986-4 司 字 信号 处 理 
41 |7-5038-4412-6| 现 代 控制 理论 刘 永 信 | 22 ‖ 87 17-301-18131-7 味 散 控制 系统 
42 |7-5038-4401-0| 自 动 化 仪表 齐 志 才 | 27 | 88 |7-301-18285-7| 电 子 线路 CAD E 
43 |7-5038-4408-9| 自 动 化 专业 英语 李 国 厚 | 32 | 89 17-301-16739-7IMATLAB 基础 及 应 用 李 国 昌 39 
44 |7-301-23081-7| 焦 散 控制 系统 (第 2 版 ) 刘 举 玲 | 36 | 90 |7-301-18352-6 论 与 编码 用 晓 红 | 24 
与 其 
45 |7-301-19174-3| 传 感 器 基础 (第 2 版) 赵 玉 刚 | 32 | 91 |7-301-18260-4 证 孙 冠 群 | 42 
46 |7-5038-4396-9| 自 动 控制 原理 潘 丰 | 32 ‖ 92 17-301-18493-6| 电 工 技术 张 _ 莉 | 26 























序号 | 标准 书号 书 名 主编 | 定价 | 序号 | 标准 书号 着 二 者 主 _ 编 定价 

















93 |7-301-18496-7| 现 代 电子 系统 设计 教程 。 | 宋 晓 梅 | 36 |‖ 127 [7-301-22112-9 | 自动 控制 原理 许 两 佳 | 30 
94 |7-301-18672-5 也 原理 与 应 用 ”| 新 瑞 敏 | 25 |‖ 128 |7-301-22109-9jpSP 技术 及 应 用 董 胜 | 39 
95 |7-301-18314-4| 通 信和 电子 线路 及 仿真 设计 “| 王 鲜 芳 | 29 ‖ 129 |7-301-21607-1 肚 字 图 像 处 理 算法 及 应 用 ”| 李 文 书 | 48 
96 7-301-19175-0| 单 片 机 原理 与 接口 技术 李 _ 升 | 46 | 130 17-301-22111-2 侠 板 显示 技术 基础 王丽娟 | 52 





97 |7-301-19320-4 
98 [7-301-19447-8 
99 17-301-19451-5 


刘 维 超 | 39 ‖ 131 17-301-22448-9 上 自动 控制 原理 谭 功 全 | 和 4 
40 ‖ 132 |7-301-22474-8| 电 子 电路 基础 al 程 设计 | 武 _ 林 | 36 
天 二 | 44 133 17-301-22484-7| 电 文化 一 一 电气 信息 学 科 概论 | 高 _ 心 | 30 


42 |‖ 134 |7-301-22436-6| 物 联网 技术 案例 教程 崔 进 学 | 40 
32 135 |7-301-22598-1 | 实用 数字 电子 技术 钱 裕 禄 | 30 








































[ 
100 |7-301-19452-2| 





101 |7-301-16914-8| 
































102 |7-301-16598-0| 综 39 ‖ 136 |7-301-22529-5 |PLC 技术 与 应 用 (西门 子 版 ) 宁 | 32 
103 |7-301-20394-1 44 137 |7-301-22386-4| 自 动 控 制 | 30 
104 |7-301-20339-2 7-301-22528-8, 34 
105 |7-301-20340-8 38 
106 |7-301-20505-1 岂 吕 分 析 基 而 8| 35 
107 |7-301-22447-2| 幅 入 式 系 统 基 而 33 
108 |7.30120506-8 丘 码 调制 技术 2 
109 |7-301-20763-5| 网 络 工程 与 管理 黄 染 梁 | 34 
单片机 原理 与 支 术 实 中 
110 |7-301-20845-8 Ce 接口 技术 实 1 邢 春 芳 | 39 
111 | 301-20725-3 | 异 拟 电子 线路 7-301-22920-0 岂 气 信息 工程 专业 英语 余兴 波 | 26 
羡 片 名 
112 |7-301-21058-1 i 李 会 容 | 39 
[Mathcad 在 信号 与 系统 中 的 


3 |7-301-20918-9| , 
sd 


114 |7-301-20327-9| 电 工 写 





答 教 程 
115 |7-30116367-2| 供 配 电 技术 


wt 30 
杨 成 正 | 36 
















116 [7-301-20351-4 >i 了 技术 短 蛤 提 ere 设 训 放 村 珍 | 32 
117 -301-21247-9 |MATLAB 基础 与 应 用 教程 | 32 | -aot2a4730 联网 概论 E | 38 
118 中 -301-21235-6 | 集成 电路 版 图 设计 -301-23639-0 现代 光 : 宋 贵 才 | 36 
119 -301-21304-9 | 数字 电子 技术 无 线 通 许 晓 丽 | 42 
120 -301-21366 池 | 季 力 系统 继 电 保 护 (第 2 版 ) |7-301-23736-6| 和 电子 技术 实验 教程 司 朝 良 | 33 
121 |-301-21450-3 | 愤 拟 电子 与 数字 逻辑 T 控 组 态 软 件 及 应 用 何 坚强 | 49 





122 [7-301-21439-8 | 物 联 网 概论 
123 了 -301-21849-5 | 微波 技术 基础 及 其 应 用 
工程 专业 


7-301-23877-6 上 EDA 技术 及 数字 系统 的 应 用 | 包 
前 信 网 络 基础 


孙 桂 芝 | 36 ‖ 158 |7-301-24153-0| 物 联网 安全 王 金 甫 | 43 





124 [7-301-21688-0 |, 








传感器 技术 及 应 用 电路 项 目 























125 -301-22110-5 | 化 教程 钱 裕 禄 | 30 | 159 |7-301-24181-3| 电 工 技术 赵 莹 | 46 
单片机 系统 设计 与 实例 开 状 和 、 
126 [7-301-21672-9 | (Vspa30) 顾 涛 | 44 










相 源 如 电子 课件 、 电 子 教材 、 习 题 答案 等 可 以 登录 www.pup6.com 下 载 或 在 线 

扑 六 知识 网 (www.pup6.com) 有 海量 的 相关 教学 资源 和 电子 教材 供 阅读 及 下 载 (包括 北京 大 学 出 版 社 第 
六 事业 部 的 相关 资源 )， 同 时 欢迎 您 将 教学 课件 、 视 频 、 教 案 、 素 材 、 习 题 、 试 卷 、 辅 导 材料 、 课 改 成 果 、 
设 i 论文 e 传 到 pup6.com， 与 全 国 高 校 师 生 分 享 您 的 教学 成 就 与 经 验 ， 并 可 自由 设 定 
lt 体 情况 请 登录 网 站 查询 。 
需要 免费 纸 质 样 书 用 于 教学 ， 欢 迎 登 陆 第 六 事业 部 门户 网 (www.pup6.com) 填 表 申 请 ， 并 欢迎 在 线 登记 
选 题 以 到 北京 大 学 出 版 社 来 出 版 您 的 大 作 ， 也 可 下 载 相关 表格 填写 后 发 到 我 们 的 邮箱 ,我 们 将 及 时 与 您 取得 联 
系 并 做 好 全 方位 的 服务 。 

扑 六 知识 网 将 打造 成 全 国 最 大 的 教育 资源 共享 平台 ， 欢 迎 您 的 加 入 一 一 让 知识 有 价值 ， 让 教学 无 界限 ， 让 
学 习 更 轻松 。 

联系 方式 : 
来 电 来 信 咨 询 。 














010-62750667，pup6_czq@163.com，szheng_pup6@163.com，linzhangbo@126.com， 欢 迎 


